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PROLOGO

Estudiar Matematica requiere realizar un cierto esfuerzo, pero este esfuerzo
depara satisfacciones al comprobar que a medida que se comprende, se
vencen con mas facilidad las dificultades.

Este texto se ha realizado con el objetivo de poner al alcance de los aspirantes
a ingresar a la Universidad Nacional de San Luis, un material de apoyo para
temas que se han visto durante el Tercer Ciclo de la EGB y algunos del
Polimodal, y que se consideran basicos para iniciar cualquier carrera de
Ciencias e Ingenieria de esta Universidad.

Abarca desde numeros, sus operaciones y propiedades, pasando por el estudio
de ecuaciones, polinomios, fracciones algebraicas y topicos de geometria, e
introduciendo someramente nociones de trigonometria. Finalmente se aborda
el concepto de funcién, deteniéndose en funciones lineales y cuadréticas,
haciendo hincapié en el trazado e interpretacion de gréficas.

Los capitulos son:

¢ NUumeros

¢ Lenguaje Algebraico y Ecuaciones

¢ Expresiones Algebraicas

¢ ToOpicos de Geometria
¢ Resolucion de Tridngulos Rectangulos
¢ Funciones

En cada uno de ellos, se encontrara un resumen tedrico, bastante amplio, para
gue ayudado por los ejemplos resueltos y ejercicios, se pueda recordar y
entender los conceptos fundamentales.

Le asignamos importancia a la resolucion de problemas, ya que el quehacer
matematico consiste en gran medida en resolver situaciones problematicas; en
el capitulo 2, se sugieren pasos a seguir, que pueden ser de utilidad para
resolver problemas en general.

Al final de cada capitulo se incluye una coleccion de ejercicios y problemas con
el titulo de PRACTICO, conviene resolverlos. Es el complemento para reafirmar
conocimientos y verificar la comprensiéon de los temas tratados.

Como complemento de este material puede usar la bibliografia sugerida al final
y cualquier otro texto que trate estos temas.

Agradecemos a todos aquellos que nos ayudaron a mejorar esta edicion, en
especial a nuestra colega Ana Rubio Duca.

Las Autoras
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CAPITULO

Numeros

Podemos decir que la nocidon de nimero nacié con el hombre. El hombre primitivo tenia la
idea de nimero natural y a partir de alli, a lo largo de muchos siglos e intenso trabajo, se ha
llegado al desarrollo que actualmente posee el concepto de numero. Con los nameros
expresamos cantidades y también medidas pudiendo ademas operar con ellos.

En el desarrollo de este capitulo recordaremos los distintos conjuntos numéricos y las
operaciones que con ellos se pueden realizar, como también sus propiedades.

1.1 NUMEROS NATURALES

Recordemos que el conjunto de los numeros naturales N esta constituido por los nimeros
1,2,3,45,..., 100,...,.n...., con los cuales contamos, ordenamos y realizamos las operaciones de
suma y multiplicacion, siendo el resultado de estas operaciones también un namero natural, sin
embargo no ocurre lo mismo con la resta y con la division.

El conjunto de los nimeros naturales tiene las siguientes caracteristicas

e Es un conjunto infinito.
Tiene primer elemento, no tiene dltimo elemento.

e Todo nUumero natural tiene un sucesor, es decir, cada nimero natural, tiene un
consecutivo.

e Todo numero natural, salvo el uno, tiene antecesor.

e Entre dos numeros naturales consecutivos, no existe otro nimero natural, por eso se
dice que el conjunto es discreto.

Por ser un conjunto ordenado, es posible representar a los nimeros naturales en una recta,
eligiendo como origen el cero, que puede ser incluido también en el conjunto, usando en ese
caso el simbolo Ny para denotarlo.

1.1.1 Mudltiplos y divisores

Hemos visto en los cursos iniciales de matematicas que la multiplicacion es una suma de
términos iguales y puede escribirse de manera comprimida o abreviada:

F44t 5 420 xa
nveces

Ejemplo: 3+3+3+3+3+3+3+3=8x3=24
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En ese caso decimos que 24 es multiplo de 3 y que 24 es multiplo de 8, o lo que es lo
mismo: 3 es divisor de 24 y 8 es divisor de 24.

Definicidon: a es multiplo de b si es posible encontrar un nUmero natural k, tal que se cumple:
a=k-b
Si a es mdltiplo de b, la divisién a +b tiene resto cero, por lo tanto decimos indistintamente:

a es multiplo de b
b divide a a

b es factor de a

a es divisible por b

Son resultados inmediatos de la definicién:
1 es divisor de todos los numeros pues: a=1-a
0 es multiplo de todos los nimeros pues 0=0-a

En nuestro ejemplo son equivalentes las proposiciones:
e 24 es multiplo de 3

3 divide a 24

3 es factor de 24

24 es divisible por 3

Queda para el lector escribir proposiciones equivalentes, similares a las anteriores que
correspondan para el caso de los nimeros 24 y 8.

EJERCICIOS
1. 252y 588 son multiplos de 7? ¢ La suma de ellos es multiplo de 7? ¢Y su diferencia

2. Parapensar....
a) Dado un nimero natural cualquiera, ¢ cual es su divisor mas pequefio? ¢y el mayor?
b) Siun ndmero es divisor de otro, ¢también lo es de los multiplos de éste? ¢ Por qué?
c) Dado un nimero natural cualquiera, ¢.cual es su multiplo menor? ¢y el mayor?
d) La suma de varios multiplos de un nimero ¢también es multiplo de dicho nimero? Si
es verdad, demuéstralo; de lo contrario da un contraejemplo.

3. a) Enunciar los criterios de divisibilidad por 2, 3, 4, 5, 6,8, 9,11
b) Escribir Verdadero (V) o Falso (F) segln corresponda:

Si un namero es divisible por 6, entonces, es divisible por 3.

Si un namero es divisible por 3, entonces, es divisible por 6.

Si un namero es divisible por 3y por 5, entonces, es divisible por 15.
Si un namero es divisible por 7, entonces, no es divisible por 2.

Si un nimero no es divisible por 4, entonces, no es divisible por 2.
Si un nimero es divisible por 16, entonces, es divisible por 8 y por 4.

* & & & o o

c) El nimero de pollos de un criadero es menor que 1000. Si los agrupamos de a 5, de a
6, de a9 o de a 11, siempre sobra 1. ¢, Cuantos pollos hay en el criadero?

1.1.2 NUumeros primos y compuestos

La cantidad de divisores que tiene un nimero permite clasificarlo en nimero primo o nimero
compuesto, recordemos que todo nimero n mayor que 1 tiene como divisores al 1 y a él
mismo. Si admite sélo estos divisores, se dice que el nUmero es primo. Si los divisores son
mas de dos, el nimero es compuesto y en ese caso es posible factorizarlo como producto de
los nimeros primos que lo dividen. Esta descomposicion es Unica, salvo el orden en que
pueden usarse los nimeros primos como factores.
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Ejemplos:
e 2es unnumero primo, pues tiene solamente dos divisores: él mismo y el 1.
Es bueno destacar que el nimero 2 es el inico nimero primo par.
e 50 es un numero compuesto, pues admite los divisores 1, 2, 5, 10, 25, 50 y puede

factorizarse usando numeros primos. Asi: 50 = 52.2
e 1no esnumero primo.

EJERCICIOS

1. Parapensar:
a) La suma de dos ndmeros primos ¢es un ndamero primo? ¢Siempre? Justifica tu
respuesta.
b) El producto de niumeros primos ¢,es un namero primo? Justifica tu respuesta.

1.1.3 Maximo comun divisor

Buscamos los divisores de los nimeros 24 y 36:
Los divisores de 24 son: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24. Los divisores de 36 son: 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18,
36. Observamos que los divisores comunes a ambos nimeros son : 1, 2, 3, 4, 6,12.
El mayor de ellos es 12, al que llamamos: maximo comun divisor, por ser el mayor de los
divisores comunes y lo denotamos asi:

mcd (24,36) = 12

Escribiendo los numeros 24 y 36 factorizados, podemos calcular en forma practica el maximo
comun divisor, sin necesidad de listar los divisores de cada uno de los numeros. Asi,

24=2%.3 y 36= 22 .32 para encontrar el mcd (24,36) debemos realizar el producto de
los factores que son comunes a ambas descomposiciones tomandolos con el menor exponente
con que figuran. Por lo tanto, elegimos 22y 3, resultando entonces:

med (24,36) = 22 . 3 =12
tal como lo habiamos obtenido al hacer el listado de los divisores de los nimeros 24 y 36.

Nota: Si mcd (a,b) = 1, es decir, 1 es el Unico divisor comln de a y b, diremos que a'y b son
coprimos o primos entre si.

1.1.4 Minimo comun multiplo

Tomemos ahora los nimeros 12 y 9, busquemos sus primeros multiplos. Los primeros multiplos
de 12 son: 12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108, 120, 132...Los primeros multiplos de 9 son: 9,
18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81, 90, 99, 108, 117.... Observamos que hay un ndmero infinito de
multiplos de cada uno de ellos y hay infinitos mdltiplos comunes a ambos: 36, 72, 108...El
menor de ellos, el 36, es lo que llamamos el minimo comun multiplo por ser el menor de los
multiplos comunes y lo indicamos asi:
mcm (12,9) =36

Escribiendo los nimeros 12 y 9 en forma factorizada, podemos calcular en forma practica el
minimo comUn multiplo sin necesidad de listar los mdltiplos de cada uno de los nameros.
Siendo 9 = 32 y12=3- 22 para encontrar el mcm(12,9) debemos realizar el producto de los

factores que son comunes a ambas descomposiciones como también los que no lo son
tomandolos con el mayor exponente con que figuran. Por lo tanto elegimos 22y 32, resultando
entonces:

mem (12,9)=22 -3%2 =36

tal como habiamos obtenido al hacer el listado de los mdltiplos de los nimeros 12 y 9.
Queda para el lector verificar que mcm (24,36) =72
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EJERCICIOS

1. Enla Autopista Serranias Puntanas, de 240 km de largo, han planificado colocar:
+ cabinas telefénicas cada 12 km
¢ puestos sanitarios cada 30 km
+ estaciones de servicio cada 15 km
a) Sien el kilbmetro 0 existen los tres servicios, ¢en qué kilbmetros vuelven a coincidir los

tres?

b) Si la Autopista se extiende 60 km mas, al final de este nuevo tramo, ¢volveran a
coincidir?

c) ¢Qué caracteristica tienes los numeros de los kildbmetros que coinciden los tres
servicios?

2. El arbol de Navidad de mi casa tiene dos guirnaldas de luces, una se prende cada 6
segundos y la otra cada 9 segundos. ¢ Cada cuantos segundos se prenderan las dos
juntas?

1.2 NUMEROS ENTEROS

Recordemos que la resta en el conjunto de los nimeros naturales siempre es posible cuando el
minuendo es mayor que el sustraendo, en caso contrario no es posible. Para resolver este
problema necesitamos ampliar el campo numérico introduciendo el cero y los opuestos de los
nameros naturales, llamados nimeros enteros negativos.

Obtenemos el conjunto de los nimeros enteros: Z :{ ...... ,—-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,..... }

Pueden representarse en la recta numérica como sigue:
0 1 2 3 4

Definicién: Si x es un nimero entero —x es el opuesto de x.
Ejemplos: a) Sea x=-7,suopuestoes —x=7. b)Sea x=4,suopuestoes —-x =-4.
Los enteros se pueden ordenar, las operaciones de suma, resta y producto dan como resultado

un namero entero, sin embargo no ocurre o mismo con la divisién, por ejemplo 8 dividido 3 no
da un ndimero entero.

Debemos destacar que el conjunto Z tiene las siguientes caracteristicas:

Es un conjunto infinito.

No tiene ni primer elemento ni Gltimo.

Es un conjunto discreto.

Cada namero entero tiene un antecesor y un sucesor.

1.2.1 valor absoluto

Para cada namero entero x definimos el valor absoluto de x, que indicamos | X | como sigue:

Si el nimero x es positivo 0 cero, su valor absoluto es el mismo nimero y es su opuesto, —Xx,
si el nimero es negativo. Simbdlicamente:

X si x=20

Definicion: |X|:{—x si x<0

Recordemos:

El valor absoluto de cada namero entero, es siempre un niUmero no negativo.
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Ejemplos:
|3]=3; |-3|=-(-3)=3

Geomeétricamente, el valor absoluto mide la distancia del namero x al cero, los ejemplos
anteriores quedan representado en la recta por:

81493

EJERCICIOS

1. Encontrar el valor de cada una de las expresiones siguientes, para X=2 y y=-3:
a) [x+y| b) | 2(x+y)| c) | x+3y| d) [ x-y|

e) [2(x - y) f y-|x-3y

1.2.2 Comparacion de nameros enteros
Dados dos enteros ay b, se dicequea<bsiysélosib-a>0.

Observacion:
e Todo numero entero positivo es mayor que cualquier nimero entero negativo.
¢ Dados dos numeros enteros negativos, ay b, b>aslysolosi|a|>]|b]|

EJERCICIOS

1.- Escribir cada enunciado usando desigualdades

a) X es positivo b) y es negativo

c) t es menor que 6 d) u es menor o igual que 1

€) z es mayor que -5 f) x es menor que 5

g) x es mayor o igual que -3 h) t esta comprendido entre -3y 0
i) z es menor que -3 j) t es menor que 5 mayor que -2

k) y es menor que o igual que 2 e y mayor que O

1.3 NUMEROS RACIONALES

Nos vemos en la necesidad de ampliar nuevamente nuestro campo numeérico, puesto que con
los nimeros enteros podemos “contar” pero no siempre “medir’. Para expresar medidas
necesitamos nimeros que representen “partes de la unidad”, de aqui surge la idea de niumero
fraccionario: la mitad, la tercera parte, las dos quintas partes,...de una unidad.

El conjunto de los nimeros enteros unido al conjunto de todas las fracciones constituye el
conjunto de los nimeros racionales, al que denotamos por Q.

L , . a . ,
Definicién: Un nimero racional b es el cociente de dos numeros enteros ay b, con b =0,

siendo a el numerador y b el denominador.

Cuando en una fraccion, el numerador y el denominador son nimeros primos entre si, decimos
que la fraccién es irreducible.
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Caracteristicas de Q

e Q esun conjunto denso, es decir que entre dos nimeros racionales hay
infinitos numeros racionales.
e En Q no podemos hablar de sucesores o antecesores.

Ejemplo: Dados dos nimeros racionales a y b, siempre es posible encontrar otro entre ellos.

. . . a+b
Una manera sencilla de determinarlo es la semisuma: )

e, a+b
Queda para el lector la verificacion: a< <b .

En este conjunto, las cuatro operaciones elementales son cerradas, es decir, el resultado
obtenido es siempre un namero racional.

1.3.1 Interpretacion de numeros racionales

El namero racional % indica que dividimos en b partes iguales al todo y tomamos a de esas
partes. Asi, dado el nimero % , éste nos indica que el todo se ha dividido en 8 partes iguales y
de ellas se han tomado 7. Una de las formas gréficas de interpretar la situacion anterior, es:

Ejemplo :
e Sirepresentamos el todo mediante una barra, ésta se ha dividido en 8 partes iguales

§§§Q§§§ de las 8 partes iguales se toman 7, la parte sombreada

. 7
representa el nimero s

_

e En la recta numérica, como siete octavos es menor que uno, dividimos la unidad en
ocho partes iguales, contamos siete de ellas a partir del cero, obteniendo asi el punto

, 7
de la recta que representa al nUmero gz

© | ~—PT

EJERCICIOS

L. - , 3
1.- Representar en la recta numérica los siguientes nimeros: 2

~ | ©
w
[N
[y
\‘

1.3.2 Fracciones
a) Fracciones equivalentes

A menudo trabajaremos con fracciones equivalentes, por lo tanto, es util recordar que:

Definicién: Dos fracciones son equivalentes o iguales si representan la misma cantidad.
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Ejemplo: % y g de un mismo todo representan la misma cantidad.

3 . . . e
4 <1, por lo tanto, necesitamos so6lo una unidad para representarla graficamente como lo

muestra la figura:

% lo representamos por: &\\\\&&\\\\\&&\\\\%
glo representamos por: &\\1\1\\\%\ i

N\

Si multiplicamos (o dividimos) el numerador y el denominador de una fraccién por un mismo
namero distinto de cero, obtenemos una fraccién equivalente a la dada.

. 3 32 6 3 . 6 '
Ejemplo: — =—— = — por lo tanto, — es equivalente a —, como lo mostramos en la figura 1.
4 4.2 8 4 8
EJERCICIOS

1.- Usar gréficos para verificar que % = g . ¢ Cuantas unidades se necesitan para representar

cada namero?¢ Por qué?

Podemos demostrar que:

. a_ ¢ . L
Dos fracciones b y a1 son equivalentes siy sélosi a-d =b-c

Usamos este resultado para verificar que % y é son equivalentes, pues 2-5=10-1, en

cambio % y % no son equivalentes, pues 3 -25 = 4 - 21
b) Comparacion de fracciones

S . a_ ¢ . o
Definicién: Dadas dos fracciones b y i talque b >0y d >0, se define el siguiente orden
en el conjunto de los niUmeros racionales:

a ¢ ..
—<— siysolosi, a-d <b-c
b d

En forma anéloga se definen los simbolos: “>“, “<”y “>"

. a_ ¢ .
Dadas dos fracciones, b y q4 siempre se las puede comparar, resultando alguna de las

- . a c ,a_c , a_c
siguientes opciones: —<— 0 —>— 0 —=—.
b d b d b d
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Propiedades:
e Una fraccion positiva es mayor que cualquier fraccion negativa.

e Dadas dos fracciones positivas de igual denominador, es mayor la que tiene mayor
numerador.

e Dadas dos fracciones positivas de igual numerador es mayor la que tiene menor
denominador

e Dadas dos fracciones positivas con distinto denominador y numerador, se llevan a
fracciones equivalentes con igual denominador (o numerador) para hacer la comparacion.

e Dadas dos fracciones negativas es mayor aquella cuyo valor absoluto es menor.

Ejemplos:

2 3 . . .

a) 7<7 ya que tienen el mismo denominadory 2 <3
7 7 . .

b) E>§ ya que tienen el mismo numeradory 2 <3
4 2 12 2 10 12 10

) —>— vyaque —=—, —=— Yy —>—
5 3 5 15 3 15 15 15

3 2
d -—>-— yaque |-—|{<|-=
) 5 yaq 3‘

A las fracciones las podemos interpretar también como una division, dando lugar a los nUmeros
decimales.

1.3.3 Expresion decimal de los numeros fraccionarios

En muchas ocasiones conviene expresar un numero fraccionario en forma de nimero decimal,
para ello, basta dividir el numerador por el denominador.

Ejemplos:

54 . . R
1) ——=0.054 , obtenemos un nimero decimal exacto, puesto que el resto de la division es

1000
cero. A la fraccion dada se le denomina fraccion decimal, ya que el denominador es una

potencia de 10, en este caso es 10°

2) % = 2.4625 , obtenemos un nimero decimal exacto, puesto que el resto de la division

es cero.
3) % =3.666... = 3.6 N0 obtenemos un ndmero decimal exacto puesto que el resto de la
divisién no es cero, es un numero periédico puro.

4) % =1.31818.... =1.318 no obtenemos un nimero decimal exacto puesto que el resto de la

divisién no es cero, es un numero periédico mixto.

Todo numero racional se puede escribir en forma decimal.

A veces, el resultado es un decimal exacto, como en los ejemplos 1) y 2), otras veces producen
un decimal periddico, como en los ejemplo 3) y 4).

Analizando el denominador de una fraccién es posible determinar, que tipo de expresion
decimal le corresponde, como veremos a continuacion:



UNSL

Facultad de Ciencias Fisico, Matematicas y Naturales

e Si en una fraccion irreducible, la descomposicién del denominador en factores primos soélo
tiene los nimeros 2 y/o 5, el numero decimal correspondiente es exacto.

Para hallar el nimero decimal convertimos la fraccion dada en una fraccién decimal

equivalente.

. 197 197 197-5% 197.125 24625
Ejemplo: — = = = =

= = = = 2.4625
80 924.5 24.54 104 10000

e Si en una fraccion irreducible el denominador tiene algun factor distinto de 2 y de 5, la
expresion decimal correspondiente no es exacta y sera periodica pura.

Ejemplo: %: 0.428571 , no existe un nimero natural que multiplicado por 7 dé una potencia

de 10, por lo tanto, su expresion decimal no es exacta.

e Si en una fraccién irreducible el denominador contiene alguno de los factores 2 6 5 y otro
distinto de éstos, se obtendra una expresion decimal periédica mixta.

Ejemplo: LT 04
15 3.5

Dado cualquier numero decimal se puede encontrar la fraccién correspondiente.

e Sijel denominador es decimal exacto, es facil.

Ejemplos 0.4= 4 7.986 = 7986 0.00752 = 752
10 1000 100000

Queda para el lector, encontrar la regla para el caso de los decimales exactos.

e Para pasar de un decimal peridédico a forma de fraccion, conviene observar atentamente
en los siguientes ejemplos el procedimiento:

1) Escribir N = 3.804 en forma de fraccién

N =3.804804... 3801
restando: 1000-N-N=3801= 999-N=3801 => N=——
1000-N =3804.804... 999
Hemos obtenido que 3.804 = 3801
999

Regla 1: La fraccion correspondiente a un decimal periddico puro se obtiene escribiendo, como
numerador, el nimero dado sin la coma menos la parte entera y, como denominador, tantos 9
como cifras tenga el periodo.

2) Escribir N = 0.0043_1, en forma de fraccion, en forma similar al caso anterior:
1000-N =4.3131...

100 (1000- N )= 431.3131...
100000- N —1000- N = 427

99000 -N =427 = N = 427
99000

— 427
H ido 0.00431=————
emos obtenido 99000

Regla 2: La fraccién correspondiente a un decimal periddico mixto se obtiene escribiendo,
como numerador, el numero dado sin la coma menos la parte entera seguida de la parte no
periédica y, como denominador, tantos 9 como cifras tenga el periodo seguida de tantos 0
como cifras tenga la parte no periédica.
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Resumiendo:

a) Todo nuamero racional puede expresarse como numero decimal exacto o periddico.

b) Los nimeros decimales exactos y periédicos, pueden expresarse en forma de fraccion.

EJERCICIO

1.- Sin hacer la divisién, decida que clase de expresién decimal corresponde a las fracciones:
3 . 5 . 2 . 15
40 27 25 ’ 60

2.- Escribir en forma de fraccion: 2.34 ; 1.124 ; 1.075

1.3.4 Operaciones con fracciones
e Suma

Recordemos que la suma de varias fracciones con igual denominador es la fraccién con el
mismo denominador que aquellas y el numerador es la suma de los numeradores.

2+1+5 8 3 2. 5 4 6 3-2+5+4-6 4

. 2 1 5
Ejemplos: —+=+—== — — =
9 9 9 9 9 11 11 11 11 11 11 11

Si las fracciones tienen distinto denominador, se buscan fracciones equivalentes a las dadas
que tengan igual denominador y después se suman de la forma indicada anteriormente.

. 2 7 150 30 35 180-35 145 29
Ejemplo: 2+ = —-—="—+——-—="_""= _<Y
5 15 75 75 75 75 75 15

En general: a ¢ a-d+c-d

Es conveniente usar como denominador para las fracciones equivalentes, el minimo comun
multiplo. Observando el ejemplo anterior, vemos, que el denominador comin para las
fracciones equivalentes es 15, que es el minimo comun mdltiplo entre 1; 5y 15.

2 7 30+6-7 29
24— — ==
5 15 15 15

Ejemplo: Calcular: %+ 3 + >

Descomponiendo los denominadores en factores primos, obtenemos:
m.c.m.(6,10,8)= 2% .3.5 =120

1 3 5 20 36 75 20+36+75 131
Por lo tanto: —+—+— - _

+ f— ===
10 8 120 120 120 120 120

e Multiplicacién

Recordemos que el producto de varias fracciones es otra fraccién que tiene como numerador
el producto de los numeradores y como denominador el producto de los denominadores.

10
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Ejemplo: 2 .[=3 .126'(‘3)'7:—12@
11 2

En general:

e Division

Para dividir fracciones, es conveniente recordar:

o ) a_ ¢ ] . . .
Definicién: Dos fracciones 5 y T son reciprocas o inversas si su producto es igual a 1,

es decir: a =1.
b

L
d

De la definicién obtenemos el siguiente resultado:

.. a . . . , .
Una fraccion b tiene inversasiysélosi a=0.

. a ., b
La fraccién inversa de B es la fraccion — .

a

Para dividir una fraccién por otra, se multiplica la primera fraccién por la inversa de la segunda.

. 5 7 5 11 55 3 3.5 3 1 3
Ejemplos: a) —i—=— - =—=— b) =:5=2:>=2.Z=—"
6 11 6 7 42 7 7 1 7 5 35
En general: 3+£:3.2
b d bec

1.3.5 Partes de un todo

Hay situaciones en las cuales es necesario calcular partes o fracciones de cantidades, como
por ejemplo: partes de cantidades de dinero, de superficies de terrenos, porciones de
sustancias, etc. Para esos casos recordemos que:

., a , . . - a ,
La fraccion 5 de un nimero cualquiera p se obtiene multiplicando 5 por el nimero p,

) a a
es decirr —de p=—-
p cP P

Ejemplo 1: Supongamos que tenemos 8 fichas y deseamos usar las 3 partes de ellas.

¢ Cuantas fichas usaremos?

Necesitamos calcular % de 8, es decir, %-8 =6

Usaremos 6 fichas.

11
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e Variacion porcentual

Si bien el célculo de porcentajes es conocido, es bueno mejorar la comprension de los
aumentos y disminuciones porcentuales, como también afianzar las técnicas para el calculo de
ellos. Algunos ejemplos aclararan a lo que nos estamos refiriendo.

Ejemplo 1: Unaremera cuesta inicialmente $ 18. Su precio sube un 15%. ¢ Cual es el nuevo
precio?.

nuevo precio = 18+%-18:18 +0.15-18 :(l+ 0.15)-18 =1.15-18 = 20.70

\_Y_J

coef. de variacion
El nuevo precio es $ 20.70

En el ejemplo anterior, dado el valor inicial se calcula el valor final conociendo el porcentaje del
incremento.

Ejemplo 2: Por pago al contado en un comercio hacen un descuento del 10%. ¢Cuanto se
paga al contado por un articulo cuyo precio es de $ 139?

Precio al contado = 139 —% -139= 139-0.10 -139 = (1-0.10)-139= 0.90 -139 = 125.10

El precio por pago al contado es de $ 125.10

En este Ultimo ejemplo, conocido el valor inicial se calcula el valor final conociendo el
porcentaje del descuento.

En general, cuando una magnitud aumenta o disminuye en un tanto por ciento, la relacion entre
el valor inicial y el nuevo es:

nuevo valor = coeficiente de variacién evalor inicial

coeficiente de variacion =1 +r, donder es el tanto por ciento

Ejemplo 3: El precio de un producto era de $ 120 y sufrié un incremento del 14%. ¢Cual es el
nuevo precio?.

nuevo precio = (1+0.14120= 1.14-120= 136.80

El nuevo precio es de $ 136.80.

Ejemplo 4: He pagado $ 85.40 por un electrodoméstico. El precio incluye 21 % de IVA. ¢ Cudl

es el precio sin IVA?.

85.40 = (1+0.21)-C = % =C (C = precio sin IVA)

El precio sin IVA es de $ 70.58.
Ejemplo 5: Un saco costaba $ 160 y pagué por él $ 128 en una liquidacion. ¢En qué
porcentaje fue rebajado?.

128 = (1— r). 160 (por ser un descuento usamos 1-r como coeficiente de variacion)

% =1-r = 0.8=1-r porlotanto r =1-0.80 es decir: r =0.20

Por lo tanto el descuento es del 20%.

13
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EJERCICIOS

1.- Resolver: a) 2.7—%+0.05 :

b) [20 +1j.o.25 _>
2 3

2.- Escribir, usando porcentaje, los siguientes enunciados:
a) Dos de cada cinco alumnos juegan basquet.
b) La cuarta parte de los alumnos hacen atletismo.
¢) Todos los alumnos asisten a la clase de historia.
d) Tres octavos de los alumnos practican natacion.
e) Uno de cada cuatro alumnos aprobd la evaluacién de matematicas.
f) Las tres cuarta parte del curso practica algun deporte.

1.4 NUMEROS IRRACIONALES

Algunos decimales no son exactos ni periddicos. Recordemos de geometria al nimero = que
se usa para calcular longitudes de circunferencias y areas de circulos, para el cual la
aproximacién mas usual es 3.1416. La representacion decimal de este nimero continda
interminablemente sin repeticion. Gracias a la tecnologia que ahora tenemos, una computadora
calculd © como decimal hasta cien cifras, he aqui algunas:

n=314159 2653589793 23846 26433 83279........

Los pitagoéricos fueron quienes descubrieron los nimeros irracionales al aplicar el Teorema de
Pitdgoras (capitulo 5) en un triangulo cuyos catetos eran iguales a la unidad. Cuando

calcularon la hipotenusa se encontraron que media V2 y que no era un nimero natural. Para
ellos los numeros naturales constituian el principio de todas las cosas, por esta causa,
mantuvieron el descubrimiento de los irracionales en el mas estricto secreto.

En los libros elementales de matematica encontraremos la demostracion de que V2 noesun
racional. Con éste nimero se pueden generar infinitos nimeros irracionales, la forma es de

sumarle a \/5 un ndmero racional: 1+\/§, -7 +\/§, \/_—é etc.

Otra manera de obtener ndmeros irracionales es escribir un nimero cuyas cifras decimales
sean infinitas y no presenten periodicidad:

0.1234567891011121314151617181920...., -2.16716781678916711672....

El nombre de “irracional” proviene del hecho de que no se puede expresar como razon de dos
enteros.

Las raices cuadradas de los nimeros naturales que no son exactas como V2,45 V7, ... se
representan exactamente aplicando el Teorema de Pitdgoras en la recta numérica. En la

siguiente figura representamos V2.

{k

14
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EJERCICIO:
1.- Representar en larectareal /3 , /5 ,-2+-/5 , 24/3,

1-/5|

1.5 NUMEROS REALES

Los numeros racionales junto con los nuameros irracionales, constituyen el conjunto de
numeros reales (R).

naturales (enteros positivos)
) enteros cero
3 racionales )
nameros reales enteros negativos
fraccionarios

irracionales

Existe una correspondencia entre los nimeros reales y los puntos de la recta: a cada punto de
la recta le corresponde un nimero real y viceversa, por ello decimos que los nimeros reales
cubren la recta.

A continuaciéon daremos las propiedades fundamentales de las operaciones en los nimeros
reales. Sean a, b y ¢ nlmeros reales:

e |asuma satisface las siguientes propiedades:
a) Asociativa: a+(b+c)=(a+b)+c;
b) Conmutativa: a+b =b+a;
c) Existencia de elemento neutro: 3 0eR/a+0=0+a=a;
d) Existencia del elemento opuesto: VacR,3-acR/a+(-a)=(-a)+a=0

e El producto satisface las siguientes propiedades:
a) Asociativa: a-(b-c)=(a-b)-c;
b) Conmutativa: a-b =b-a;
c) Existencia de elemento neutro: 31eR/a-1=1-a=a;

d) Existencia del elemento reciproco o inverso: VaeR, a # 0,3ateR/a-at=at.a=1;
e) Propiedad distributiva del producto con respecto a la suma: a-(b+c)=(a-b)+(a-c)

e Ladiferencia o resta se define a partir de la definicion de suma: a-b=a+(-b) , Va,beR

e Elcociente se define a partir de la definicion de producto: b =0, azb=a.b? , Va,beR

Observacién: El 0 no tiene elemento inverso o reciproco.

EJERCICIOS

1. Dados los numeros reales:

5: =7 : 32: é; 32 : —Q; 213 : -4.35; ﬁ;
7 14 5

3.212112111211112... ; /9 ; /8 ; 23.454545..;  14.5666...

Clasificarlos en naturales, enteros, racionales, irracionales.

15
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2. Representar en la recta numérica los nimeros:

2. s . o7 % o2 —% ;=37

3. Dados los siguientes pares de nameros, reemplazar por <, > 0 = segun corresponda:

a) %[lo b 5[1/6 o) -3[|—g d) = []3.14159
e) 213 f) 2 [1a1 9) % [o.s2 h) % []0.333
i) 0.333...5% ) 0.67D§ k) 0.25[ | % h -1 -2

1.5.1 Potenciacion

Definicién: Sea n un nimero natural y a un ndmero real cualquiera:

a®=1sia=0

al=a

a" =a-87.4.3a sin>1
® Propiedades: n veces

a) El producto de varias potencias de igual base es otra potencia de la misma base cuyo

exponente es la suma de los exponentes de los factores: a" -a™ =a"*™.

b) EIl cociente de dos potencias de igual base es otra potencia de la misma base cuyo
m
: : - - a _
exponente es la diferencia de los exponentes del dividendo y del divisor: — = am "
a

c) La potencia n-ésima de un producto es el producto de las potencias n-ésimas de sus
factores: (a.b)" =a" . b".

d) La potencia n-ésima de un cociente es el cociente de las potencias n-ésimas del

an

n
dividendo y del divisor: [ij =—.
b pb"

e) La potencia de una potencia es igual a la misma base elevada al producto de los

exponentes: (am)n =a™",
f) Si el exponente es negativo, se tiene: a™" :in
a
: 3 52 o4 _ 534244 _ 59 2° 53 .2
Ejemplos: a) 2° .25 . 2% =2%"** =2 b) —5=2""=2
2
c) (2.13.14)* =23 133 143 d) (-3.5)% =(-3)* .52
5% (-5 (-5° (-1®.5% 53 2
2 (2] - _ o 0 4\2 _ 42 _ .8
e) = - = - n(4)? =323
3 3 33 33 33
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-4
9 (8% - - n(-3) - te-t-m

S

(=Y

1
(2Y° 2% 55 1 3% 35 243
Wa) =" T 5 1 5
35 1

151 B 32
5

w

Observacién: Cuando tenemos la potencia de una suma no se debe distribuir el exponente, ya
que los resultados obtenidos no son los mismos, por ejemplo (2 + 5)2 %22 452 pues 72 229
En general:

(@+b)" za" +b"

e Aplicacién de la potenciacion: Notacion cientifica

En los terrenos cientificos y econdmicos se usan nimeros muy grandes o muy pequefios lo
cual tiene sus dificultades. Por un lado las operaciones con ellos son muy complicadas y por
otro, al poseer tantas cifras, no es posible tener una idea de cuan grande o pequefio es el
ndmero.

El uso de la notacion cientifica resuelve estos inconvenientes, resulta muy cémoda para la
escritura de nimeros grandes o0 muy pequefios y reduce a una forma sencilla las operaciones a

realizar con ellos. Por ejemplo, la masa de un protdon es aproximadamente 1.67-107%7

kilogramos y la masa de la tierra es 5.98-10% kilogramos, estas cantidades estan dadas en
notacién cientifica.

Dados los numeros:
a = 2460000000000000 y b = 0.0000000000004562

se pueden escribir de diversas formas utilizando las potencias de 10:
a=246-10" = 2.46.10'°
b =4562-107° = 4.562.10713

En ambos casos, la Gltima manera de escribir a y b recibe el nombre de notacién cientifica.

Un ntmero del tipo x -10" esta en notacién cientifica cuando 1< x < 10

Es importante observar que el nimero x es un decimal cuya parte entera tiene una sola cifra
distinta de 0.

La notacién cientifica permite captar rapidamente el orden de magnitud de una cantidad, por
medio del exponente n. Asi:

2.34 -10° representa millones, de los que hay 2.34

3.21-1074 representa diezmilésimos, de los que hay 3.21
Dijimos también que las operaciones se simplifican notablemente. Veamoslo en el siguiente:

Ejemplo: El ser vivo mas pequefio es un virus cuyo peso es del orden de 10721 kg y el mas
grande es la ballena azul que pesa cerca de 1.38 -10° kg ¢Cuantos virus serdn necesarios
para conseguir el peso de una ballena?.

peso ballena 1.38 -10°

—— = -1.38-10%°
peso virus 10721

Haran falta 1.38 -10% virus paratener el peso de la ballena
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EJERCICIOS
1.- Resuelva aplicando propiedades de potenciacion:

a) 22+2%:2% b) —-3%.(-3)°:(-3)?, c) 3a-3a®.(3a)

2.- Indique cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas. Modificar las expresiones
incorrectas para que resulten correctas:

3
a) [—;yzj :6714)/6 , b) (a—b)2+4ab=(a+b)2, c) (a—2b)2+4ab=a2+2b2 ,

5 5.3 2
d £ai)zzta e) (2x=3y) =—1

a3 , 4x2 + 12xy + 9y2

3.- Exprese en notacion cientifica los siguientes nimeros:
a) 48000 , b) 0.000008 , c) 2345 ,d)234.5 , e)38.7-10" , f)0.0032-10°.

4.- Escriba mediante notacion cientifica, la equivalencia en metros, de las siguientes unidades
de longitud: a) 1 micrén (1u =0.001 mm) b) 1 angstrom (1 A= 0.0000001 mm).

5.- Supongamos que la Tierra esta totalmente formada por arena y que es una esfera de 6500
km de radio. Si 100 gramos de arena ocupan 1mm?® " ;cuantos granos de arena habria en la
tierra?.

1.5.2 Radicacién
Definicién: La raiz n-ésima de un nimero real a, denotada por Q/E:

n .
Ya=b si a=b"
Cuando nes par, a=0 ycuando n esimpar, a es cualquier nimero real.

Cada numero real positivo “a” tiene una Unica raiz n-ésima positiva y cada namero real
negativo tiene una Unica raiz n-ésima negativa, siempre que n sea un namero impar.

Los siguientes comentarios son importantes:

e Los numeros negativos no tienen raiz cuadrada (en el conjunto de los niumeros reales), ya
gue el cuadrado de cualquier nimero real es no negativo. Por ejemplo, \/—74 no es un
ndmero real pues no existe un niumero real cuyo cuadrado sea — 4.

e Laraizn-ésima, n>1,de0OesO0,yaque 0" =0. Es decir, o =0.

Ejemplos:

a) [64=8 b)\/gzi 0 (J1.4f =14
d) /52 =5 e) /(-5)2 =5

Si se analiza e), se observa: «/(—5)2 =-/25 =5= \ - 5\

Resumiendo: Si n>2 esun entero positivoy a es un nimero real, tenemos que:

nn . .
a =a, SI nes Impar

r\]/ainz\a

, si nes par
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Ejemplos: a) /43 =4 b) 2/(-3)° =-3 o) 124 =2
) 43 =1-3=3 &) /x2 =| x|

En lo que sigue supondremos que todos los radicales estan definidos.

e Propiedades:

a) La raiz n-ésima de un producto es el producto de las raices n-ésimas de los factores:
Vab ="a . Vo
b) Laraiz n-ésima de un cociente es el cociente de las raices n-ésimas del dividendo y del
n
- a a
divisor: nj— = £ .
b~ b

c) La raiz m-ésima de la raiz n-ésima de un ndmero es igual a la raiz (m - n)-ésima de
dicho ntimero: M"a =™ "/a
Ejemplos: a) 3/8.27.125 =3/8 . 3/27 .3125 =2 .3.5=30

b)92 .92 .98 =982 .4.8=62.22 23 292123 _§8 _»

o125 25 5
8 35 2

d) %?:g:%:%?:?’

33

e) %:34@:1%

1.5.3 Potencia de exponente racional
e Recordemos la definicién: sea un nimero racional —, con n >2, si a es un nimero real
n
tal que "a esté definida, entonces: an =Ja™ =(W5 )m .

3

_B b) 7 2 =

N | w

1

Ejemplos: a) 7
73

\l
N\w"‘

Observacién: Las propiedades de las potencias de exponente racional son las mismas que las
de las potencias de exponente natural.

5 5
[55 o 5 5.1 4
Ejemplo: @:Lzzizzizzz 2 _922 _92_4
% 6/53 3 1
26 22
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1.5.4 Caéalculos con radicales

a) Suma de radicales: Para sumar radicales deben tener el mismo indice y el mismo
radicando.

Ejemplo: J§+5f—;ﬁ:[l+5—;jf:lzlﬁ

En algunos casos es necesario recurrir a la extraccion de factores fuera del radical para que la
suma pedida sea posible de realizar.

Ejemplo: /2 +-/8 =350 = /2 +/4+/2 -3./25/2 = /2 + 2./2 -3.5.2 = -12./2

Hemos usado aqui propiedades de la radicacién y factorizacion de los radicandos.

b) Multiplicacién de radicales: Para multiplicar radicales, si tienen igual indice se usan las
propiedades vistas, si tienen distinto indice se reduce a comuin indice y luego se efectia el
producto.

Ejemplos: a) /2 --/8 =-/16 b) 3/5 .43 =1%54 .33 c) 85 .43=1252 .33

¢) Racionalizacion de denominadores.

Cuando tenemos radicales en los denominadores, es conveniente encontrar una expresion
equivalente que no contenga radicales en el denominador. En esos casos se dice que se ha
racionalizado el denominador. Para ello, se multiplica y se divide la correspondiente fraccién
por una expresion adecuada, de manera de eliminar la raiz en el denominador.

Ejemplo 1: Sea —— Yy necesitamos eliminar la raiz del denominador. Procedemos asi:

7

multiplicando el numerador y el denominador por ﬁ es decir, \/377 = == = La

expresion encontrada es equivalente a la dada.

. . . . . 7

Ejemplo 2: Se pide racionalizar el denominador en ———— .

1+ \/75

En este caso se multiplican numerador y denominador por 1—\/75, a los fines de obtener en el
denominador una diferencia de cuadrados, es decir :

7 7 1-5_7(-5)_7@-/5)_-7(-5)

145 145 1-5 1 (5 -4 4

e Comparacion de radicales:

Los radicales que se pueden comparar son los que tienen indices iguales, siendo mayor el que
tiene mayor radicando. Si los radicales son de distinto indice se reducen a comun indice.

Ejemplo: Veamos cual de los nimeros reales 3/7 y 4/11 es mayor.

37 - 1274 - 12/ 2401
=37 >%11
N1 - 2118 - 121331
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1.6 Aproximacion
Para operar con numeros decimales de muchas cifras, se emplean valores aproximados.

Ejemplo: Dado el namero real V5. Es un numero irracional, por lo cual tiene un nimero
infinito de cifras decimales no periddicas. La calculadora nos da una aproximacion:

V5 = 2.2360679 774
Las aproximaciones pueden ser por defecto o por exceso. La dada arriba es una aproximacion
por defecto, es decir; 2.2360679774 <J§.

El nimero racional 2.236068 es una aproximacion por exceso, es decir: 2.236068 >+5.

e La aproximacion por exceso es cuando el célculo aproximado es mayor que el numero
dado.

e La aproximacién por defecto es cuando el calculo aproximado es menor que el niUmero
dado.

En la siguiente tabla, damos aproximaciones por defecto y por exceso.

Aproximacion por Aproximacion por
defecto exceso
Con error menor que 1 décimo 22<+5<23
Con error menor que un centésimo 2.23 <45 <2.24
Con error menor que un milésimo 2.236 < /5 < 2.237
V5
{

I | | [ | | | | | I

I I I I o I I I I |
2.2 2.23 2.24 2.3

1.6.1 Redondeo.

En la practica, el redondeo consiste en aumentar en una unidad la ultima cifra conservada,
siempre que la primera omitida sea mayor o igual que 5.

Considerando el ejemplo anterior al aproximar la V5 , el redondeo hasta los centésimos seria

J5=224.

1.7 Intervalos

En el conjunto R de los nimeros reales estan definidas las relaciones “menor que” (<), “mayor
que” (>), “menor o igual que” (<) y “mayor o igual que” (>).

Cuando un namero real b cumple simultaneamente que es mayor que un nimero a y menor
que c (a<b y b<c)se puede expresar por la triple desigualdad: a <b<c

El conjunto de todos los nimeros reales comprendidos entre a 'y b lo simbolizamos:

A={xeR/a<x<bj
Un namero real x pertenecera al conjunto A si satisface la desigualdad a < x<b , es decir
cumple que a<xy x<b.
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Ejemplo
B :{x eR/-2<x <%} es el conjunto de todos los nimeros reales mayores que -2 y

menores que %

Vi

AY
\ 7
-2 7

4

El conjunto B es un conjunto infinito, pues existe una correspondencia biunivoca entre los
puntos de la recta y el conjunto de los nimeros reales. Esa correspondencia biunivoca se

. . . . . 7
mantiene si consideramos como en este caso los nUmeros comprendidos entre —2 y T

Los siguientes nimeros son algunos de Ios elementos del conjunto B:

n3 2
0, - 2 _=z
J_ 1'100 2’4" 3

Definimos los siguientes conjuntos de nimeros reales:

e Intervalo abierto: se simboliza (a,b) y es el conjunto de todos los nimeros reales
comprendidos entre a 'y b, sin incluirlos.

/A \
(a,b)z{XeR/a<x<b} gl b'

e Intervalo cerrado: se simboliza [a,b] y es el conjunto de todos los nimeros reales
comprendidos entre a y b, incluyéndolos.

—

[a,b]={x eR/a<x<b}. P

e Intervalo semiabierto:
(a,b] intervalo abierto por izquierda y cerrado por derecha, es el conjunto de todos los

nameros reales comprendidos entre a y b, incluyendo al extremo b.

(a,b]={xeR/a<x<b} ¢ i
a b

De manera semejante se define [a,b) intervalo cerrado por izquierda y abierto por

derecha, es el conjunto de todos los numeros reales comprendidos entre a y b

incluyendo al extremo a. c

AY
L /
a b

Observacion:

En los intervalos (a,b), [a,b], (a,b], [a,b) los ntimeros a y b se llaman
extremos del intervalo.

Cuando el intervalo es abierto los extremos no pertenecen a él, en cambio
cuando es cerrado si pertenecen.

¢, Qué ocurre en el caso de los intervalos semiabiertos?
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e Intervalos no acotados.

Las definiciones anteriores se pueden generalizar, para ello usaremos los simbolos

4o (se lee més infinito) y —oo (se lee menos infinito).

Con + debemos entender “supera cualquier nimero por grande que sea”. O sea no
es un namero real y no se debe pretender operar con estos signos en nuestro estudio.
Los usaremos por conveniencia de notacién.

[a,+oo)denota el intervalo cerrado por izquierda y no acotado por derecha, corresponde
al conjunto de todos los nimeros reales mayores o iguales que a .

r »
[a+0)={xeR/x >a} t >
a
(—oo,b] denota el intervalo cerrado por derecha y no acotado por izquierda,

corresponde al conjunto de todos los nimeros reales menores o iguales que b.

(~0,b] = {x eR/ x < b} ) E)

(a,+oo)denota el intervalo abierto por izquierda y no acotado por derecha, corresponde
al conjunto de todos los nimeros reales mayores que a .

(atw)={xeR/x>a} ¢

a

v

(—oo,b) denota el intervalo abierto por derecha y no acotado por izquierda,
corresponde al conjunto de todos los nimeros reales menores que b.

(coo,b) = ix e R/ x < b} ~ )
b

Finalmente con (—oo,+oo) denotaremos al conjunto de todos los ndimeros reales y su
representacion es toda la recta real.

EJERCICIOS
1.- Escribir cada desigualdad usando la notacion de intervalo y luego graficar en la recta real:
a) 0<x<4 b) 4<x<6 c) 3<x<-1 d -2<x<0
2 1 7 5
e) ——<x<5 -0.5<x<4.5 S <X<— h) -5<x<-=
) 3 f) 9) ) 5 ) )

2.- Escribir cada intervalo como una desigualdad que involucre la variable x y luego graficar en
la recta real:

a) [25] b){—j,g c)[z, ﬂ d)(-3,5)
e) (~0, 3] f) [25] 9) [F1+w)
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1.8 PRACTICO: NUMEROS
Ejercicio 1: Resolver los siguientes ejercicios:
a) 16 + (-2)- (-4 +2)+5-(-1) b) |- 3+5[-(-1-|-1)+ 4-[-5+4-(- 2+7)]

16 +[-3-22+(-2)]-(-2

c (
) 4-(-5+2) -(10+]-5))+(~5)+4-(-2)

Ejercicio 2: 13 y 31 son numeros primos. Determinar todos los pares de nimeros primos de
dos cifras que tengan los mismos digitos.

Ejercicio 3: a) Determinar todos los divisores de: 50, 28, 73

b) ¢ Cuél es el menor multiplo de 8 mayor que 128?

c¢) ¢Cual es el menor niumero natural por el que hay que multiplicar a 504 para que resulte un
cuadrado perfecto?

Ejercicio 4: Indicar cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas:

a) Un ndmero es primo si sélo es divisible por si mismo.

b) Todos los nUmeros pares son compuestos.

c) El producto de dos nimeros primos es un nimero compuesto.

d) Elvalor absoluto de un entero es siempre mayor o igual que dicho entero.

e) 1y-1son los Unicos que tienen inverso en el conjunto de los nimeros enteros.
f) Lasuma de dos nimeros primos siempre es un nimero primo.

Ejercicio 5: Sea n = 2520, ¢es cierto qué:

a) 36 esdivisorden?
b) 85 esdivisorden?
c) 50 es divisorden?
d) 120 es divisorden ?

Ejercicio 6: Al dividir un nimero natural por 11, se obtiene resto cinco.

a) ¢Elnimero, es multiplo de 11?
b) ¢Cual es el menor nimero que hay que sumarle para obtener un multiplo de 11?
c) ¢Y el menor que hay que restarle?

Ejercicio 7: ¢Qué numero de tres cifras es divisible por 4 y por 9 si posee un 3 en el lugar de
las decenas?

Ejercicio 8: El nimero 1234 no es divisible por 11.

a) Cambiar sus cifras de lugar para obtener un nimero que si lo sea.
b) La solucién ¢es Unica?

Ejercicio 9: Busquen dos numeros de cuatro cifras cuya primera y Ultima sea 6, y que sean
divisibles por 3,4y 11.

Ejercicio 10: La Municipalidad de San Luis, decidié controlar el estado de los vehiculos que
circulaban por la ciudad, por lo que implement6 un operativo donde se examinaban los frenos
cada seis automoéviles, la documentacion, cada diez y las luces, cada quince. Si a un vehiculo
se le realizd una revision completa, ¢cuantos seran examinados después de éste para que
nuevamente se realice una revision completa?
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Ejercicio 11: Multiplicar o dividir por el nUmero que corresponda para que las fracciones sean
equivalentes:

3_ U b 6.3 o d_27
5 25 8 |:| 24 8

Ejercicio 12: a) Escribir dos fracciones que sean respectivamente equivalentes a las dadas y
que tengan el mismo denominador:

e
27

7

)Ly 2 iy 2y i) Ly T
3 5 9 4 12

b) Escribir fracciones equivalentes a las dadas en cada caso, donde el denominador sea el

m.c.m. de los denominadores de las fracciones dadas:

) oy L P
33 7 110 352273 7 342572
Ejercicio 13: a) Ordenar en forma creciente los siguientes nimeros racionales:
y_L 12,14 i Lol 22,4
325 11 3 5 3 7

b) Ordenar utilizando la relacidon > los siguientes racionales y representarlos en la

recta numeérica: Z, —l, —Z, 2, —i, E, §, 2, _18
3 5 3 15 7 8 2 4
Ejercicio 14: Calcular:
a) -5 3 b) -3-7) 0 (-2+8)(-5-1)
5 -5 8-5

Ejercicio 15: ¢Qué condicion ha de cumplir una fracciéon para que pueda transformarse en un
decimal exacto?¢ Y para que genere un decimal periédico?.

Ejercicio 16: Clasificar los siguientes nimeros racionales en decimales exactos y decimales
periddicos. ( Dar la respuesta sin efectuar la division).

S 7 23
8 10° 5

7 . 23 13 4
"6 9

2 3
L s g

1
3

Ejercicio 17: Calcular mentalmente el nimero decimal equivalente a cada fraccion:

1 3 i, 1. 2. 3
2 4 4 5 ° 5 ' 5
Ejercicio 18: Expresar en forma de fraccion:
a) 25.8 b) 4.25 c) 4.25 d) 3.047 e) 0.152  f) 1.23154

Ejercicio 19: Calcular esta suma de infinitos sumandos:

3 3 3 3
—t—+——+
10 100 1000 10000

+ ...
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Ejercicio 20: Escribir en forma de nimero decimal y fraccion decimal:

a) 6 décimos b) 6 centésimos ¢) 6 milésimos
d) 60 décimos e) 60 centésimos f) 60 milésimos
g) 345 décimos h) 5 diezmilésimos k) 532 diezmilésimos

Ejercicio 21: Hallar las fracciones irreducibles de los siguientes nimeros:
a) 2.75 b) 16.783783... c) 0.30303... d) 2.586 e) 0.0345

Ejercicio 22: Calcular:

= T
S S
IR TE MO

) (_%]3 [%] k)35;é |)7_2.22_3£

m 3 (_3)_i(;_;j ) 5—0(;5_502))'2 °) (_9): (_5)_(—3)?(—6)
p --(5-53)

Ejercicio 23: Calcular:
a) 04+03+02 b)3.07-167 ¢ 215-148 d) 06-05 e) 2.12+0.14

Ejercicio 24: i) Decidir si las igualdades dadas son correctas:

a)S’;-m:} b) a :E C)3a+c:3
m-6 2 a+b b a+c
d) l+27a:3a7+0 e) 3a+C:ﬂ f)Lb—FZ:E_’,E_}_E
a+c a+c a+c 2 c cC c c
m m m 4a 4 a L~ a b+2 a+b+2
g =+ hy —=".% ) =+ == "<
s+t s t b b b o c c
i) Resolver:
a)2a_1+1 b)E— 5 C)i+g_ 1 d) a b
a a X x-1 5X 'y 2xy a-b a+b
Ejercicio 25: Calcular:
a2 de 3 b) & de 30 02 dge 2
6 4 3 7 4
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Ejercicio 26: Completar el cuadro de equivalencias:

PORCENTAJE | FRACCION | NUMERO
DECIMAL
50%
1/4
0,75
20%
3/5
0,8

Ejercicio 27: En una ciudad hay dos clubes deportivos. Uno de cada 8 habitantes es socio de
uno de ellos, y los 3/8 de la poblacién estan asociados al otro. ¢Qué porcentaje de la ciudad
pertenece a cada club?.

Ejercicio 28: En 1970 habia 250 aguilas en la Cordillera. Durante la década 70-80
disminuyeron en un 12% . ¢ Cuantas quedaban en 19807.

Ejercicio 29: La canasta familiar sube un 20% y después baja un 10%. ¢Cuél ha sido
finalmente el porcentaje de variacién?.

Ejercicio 30: ¢ Cuantos coches se vendieron el afio pasado?.
Segun el informe anual sobre ventas de vehiculos en este afio se han vendido 287.500 coches,
lo que supone un incremento del 15% respecto del afio pasado.

Ejercicio 31: Un comerciante compra un objeto por $ 120. Lo pone a la venta incrementando
su precio en un 30%. Posteriormente lo rebaja en un 20% sobre el precio de venta al publico.
¢ Qué porcentaje de beneficio obtuvo? ¢Por cuanto lo vendio?.

Ejercicio 32: Una cantidad C se incrementa en un 12%. Este nuevo valor se incrementa en un
30%. ¢ Cual es el porcentaje correspondiente a la variacién total?.

Ejercicio 33: Un coche usado costaba $ 8600 y pagué por él $ 8200. ¢De qué porcentaje fue
la rebaja?.

Ejercicio 34: En los negocios suelen aparecer estas ofertas “lleve 3 y pague 2". ;A qué
porcentaje de descuento equivale esta oferta?.

Ejercicio 35: Un automovilista hace un viaje en 2 etapas. En la primera consume % de la nafta

que llevaba en el tanque y en la segunda % de lo que le quedaba, llegando al final del trayecto

con 30 litros.

a) ¢Con cuéantos litros emprendié el viaje?.

b) ¢Cuéantos km recorrié en cada etapa, si el automovil consume 5 litros de nafta cada
100 km.?.
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Ejercicio 36: Un escritor escribio un libro en tres meses. En el 1° mes escribio 5 del libro, en

el segundo %de lo que quedaba?. ¢,Qué parte del libro escribié durante el 3° mes?.

Ejercicio 37: En un curso de 35 alumnos, B de los mismos no aprobd la evaluacion de

matematica. En otro curso s de los 30 alumnos no aprobd la misma evaluacién. ¢En qué

curso fue mejor el rendimiento?

Ejercicio 38: Gabriel tiene $18, que son los % del dinero que le regalaron. ¢Cuanto dinero le

dieron a Gabriel?.

Ejercicio 39: Cada semana gasto % de mi sueldo. Si al comenzar el mes, gasto % en los

gastos fijos. ¢ Qué parte de mi sueldo llevo gastado al fin de la 2° semana?.

L 6 . .
Ejercicio 40: Los 5 de los alumnos de un curso son 30 alumnos. ¢ Cuantos alumnos tiene el

curso?.

4
Ejercicio 41: Los — de una cantidad son 120. ¢Cual es esa cantidad?

Ejercicio 42: En una carrera de bicicletas, uno de los ciclistas tarda 16 min en recorrer 4/5 del
circuito y el otro invierte 14 min en recorrer 2/3 del mismo circuito. ¢ Cudl de los ciclistas gana la
carrera?.

Ejercicio 43: Escribir un nimero irracional mayor que 2 y menor que ﬁ
Ejercicio 44: Sefialar sobre la recta, los puntos que corresponden a:
-3b ; -2a a+b ; a-b ; 2a+3b

siendo a y b los puntos indicados en la recta:

Ejercicio 45: Determinar cuanto debe valer n para que se verifique cada igualdad:

a) 0.000000123 =1.23-10" b) 43560000000000000 =4.356-10"

Ejercicio 46: Colocar los exponentes para que sean correctas las igualdades:

2540.187 = 2.540187 - 10 = 25401870000 -10
0.0000215=2.15-10 =0.00215 -10

Ejercicio 47: El volumen del agua de los océanos es de 1338 millones de km®. Escribir el
volumen en m?, usando notacion cientifica.
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123 . 102

Ejercicio 48: Simplificar: A= —
15 -6

Ejercicio 49: Realizar las siguientes operaciones sin usar calculadora

a) 32.73-10 d) 32.73-10 g) 0.231-0.01
b) 0.231-100 e) 0.027-10000 h) 34.26 - 0.001
c) 0.027 - 100 f) 32.73-0.1 i) 13425.72 - 0.0001

Ejercicio 50: Realizar las siguientes operaciones sin usar calculadora.

q) 37.73+10 d) 0.027 + 100 g) 0.231 + 0.01
n 0.231+10 e) 32.7373+100 h) 32.73 + 0.001
s) 13.614 + 100 f) 32.73 + 0.1 ) 1.56 + 0.1

Ejercicio 51: Descubrir donde esta el error:

2
a) -5%+1=26 d) [i) _16
3 3
b) 3-n)=9-x2 e) 32+4%2=72
c) 4.3%=144 fy 42 -3%2 =25

Ejercicio 52: Resolver, usando los valores exactos:

a) J8+542 b) {18 -5,/50 c)3/5-2/45 +,/20
0) Y16 -§2 + 2354 &) J8.42 N 5y3-2y6 [1-8)

Ejercicio 53: Calcular sin usar calculadora:

a)\/z.ﬁ b)\/g.\/g c) /5. %.ﬁ

3+43 3-43
Ejercicio 54: Siendo: A= 4‘/_ y B= 4‘/_ calcular A+B y A-B

Ejercicio 55: Resolver:

2 2-22 ) 3/27-5/3 o 5/27-2,3
2 J3 2/27-3)3
Ejercicio 56: Racionalizar los denominadores:
3 5 2x
by — =2
e E e
4 4 5
d — - >
YF: ® J5-4/8 : 3J2-1
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Ejercicio 57: Sabiendo que /5 < x. ¢Cuél es el menor de los siguientes nimeros?. ¢Los
nameros dados son mayores que 1 o0 menores que 1?.
J5

/5 WG
)x—l Xx+1

a) ~ —_— c)

Ejercicio 58: Decidir cuales de las siguientes igualdades son verdaderas o cuales son falsas.

a) Ja+b =+va++b b) Ja<b =+a +vb
c) y9m+9n =/9(m+n)=3/m+n d) ym+Jm=2/m
e) Jx +4x = 2x f) 3n-5(n-2)=-2n+2

Ejercicio 59: ¢Cual es el perimetro de un rectangulo cuya base mide ﬁ y su altura es

1+, 2 ? ¢Cudl es la medida de su area?.

Ejercicio 60: Simplificar y expresar el resultado usando exponentes racionales:

a) @ b) 14'y2.y3/2 C) 'X’\/Y

5X2

sz m ./ m
d Ix - f
) = e) ¥x - x ) 3

Ejercicio 61: Dados los nimeros: a=5+ Zﬁ y b= 5—2ﬁ probar que a+b y a’ +b?
son nameros enteros.

Ejercicio 62: Calcular, sin usar la calculadora

a) y1.6 -10° b) 40.0001 c) y2.5-107°

Ejercicio 63: a) Dar una aproximacion por defecto de ﬁ usando 3 decimales.

b) Dar una aproximacion por exceso de V2 usando 3 decimales.

Ejercicio 64: Aproximar al centésimo mas cercano:
1 1 7 5 - =
a) 3 b) 5 c) 5 d) 18 e) 0.581 f) 0.4281 @) 0.931 h) 1.23152

Ejercicio 65: Dados los numeros irracionales

a=y3 b=v3+3 c=1-/3 d=4-,3

Decidir si las siguientes proposiciones son Verdaderos o Falsas:

i) a+d esracional
i) b + ¢ es racional
iii) c - d esracional
iv) c? es racional
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Ejercicio 66: Expresar como intervalos y representar en la recta, los subconjuntos de nimeros
reales dados por:

a) {x/2<x<5};b){x/-1<x<3};c) {x/4<x<6};d) {x/7<x};e) {x/x<-3}

Ejercicio 67: Graficar cada uno de los siguientes intervalos en una recta numeérica:
a) [4,2) , b)[23,4] . ©)(-2,%)

Ejercicio 68: Exprese la desigualdad —7 < x e n la notacién de intervalos.

Ejercicio 69: Escribir cada desigualdad usando la notacién de intervalo y luego graficar en la
recta real:

a) 0<x<4 b) 4<x<6 c) —-3<x<-1 d -2<x<0
e)—g<x<5 f) -0.5<x<4.5 g)1<x£Z h) —5<x <—§
3 2 2 2

Ejercicio 70: Escribir cada intervalo como una desigualdad que involucre la variable x y luego
graficar en la recta real:

a) [25] b) {—Z ;j c) [2, ﬂ d)(-3,5)
e) (-, 3] f [-25] 9 1 4w) h)[j’g
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CAPITULO

Lenguaje
Algebraico y

Ecuaciones

Se puede pensar que el algebra comienza cuando se empiezan a utilizar letras para
representar nameros, pero en realidad comienza cuando los matematicos empiezan a
interesarse por las operaciones que se pueden hacer con cualquier nimero, mas que por los
mismos nameros, y asi el gran paso de la aritmética al algebra. La utilizacién de letras dentro
del ambiente matemético es muy antigua, ya que los griegos y romanos las utilizaban para
representar nimeros bien determinados

Las ecuaciones y sus soluciones son de mucha importancia en casi todos los campos de la
tecnologia y de la ciencia. Una férmula es el enunciado algebraico de que dos expresiones

representan al mismo ndmero. Por ejemplo, la férmula del area de un circulo es: A=rr?. El

simbolo A representa el area, lo mismo que la expresién: nr?, pero aqui el area se expresa en

términos de otra cantidad, el radio: r .

A menudo es necesario resolver una férmula para una letra o simbolo que aparecen en ella. En
la practica es necesario plantear ecuaciones para ser resueltas y no siempre es facil identificar
la informacién que nos lleva a la ecuacion.

Los problemas de aplicacion no vienen en forma “ resuelva la ecuacién”, sino que son relatos
que suministran informacion suficiente para resolverlos y debemos ser capaces de traducir una
descripcion verbal al lenguaje matematico. Cualquier solucion matematica debe ser verificada
si es solucion del problema en cuestion, porque podria tener soluciébn matematica que carezca
de sentido con el contexto del problema. Los problemas que se te proporcionara seran de
mayor 0 menor realismo con objeto de presentarte ejercicios para calcular el o los valores de
x alo largo de toda la unidad.

En este capitulo:

e Recordaremos los conceptos necesarios para operar correctamente con igualdades.

e Desarrollaremos habilidad para resolver problemas aplicando ecuaciones de primero y
segundo grado en una y dos incognitas y sistemas de ecuaciones de primer grado en dos
incognitas.

e Repasaremos cuestiones de algebra elemental, casi todo lo que diremos podria
considerarse de repaso de cursos anteriores.

e Integraremos todos los conceptos dados hasta ahora.

2.1 El algebray el lenguaje simbdlico

¢Qué es el dlgebra?. Es el manejo de relaciones numéricas en los que una o0 mas cantidades
son desconocidas, incognitas, a las que se las representa por letras, por lo cual el lenguaje
simbdlico da lugar al lenguaje algebraico. Las operaciones para numeros: suma, resta,
producto, divisién, son conocidas como operaciones algebraicas y cualquier combinacion de
nameros y letras se conoce como expresiéon algebraica. Por lo tanto, al traducir un cierto
problema al lenguaje algebraico, se obtienen expresiones algebraicas, que son una secuencia
de operaciones entre nimeros y letras. Las letras se las denomina, en general, variables o
incognitas y las simbolizamos con las Ultimas letras del alfabeto, en cambio las primeras letras
se emplean para simbolizar niUmeros arbitrarios pero fijos, que llamamos constantes.
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Frecuentemente aparecen igualdades que son de distinto tipo: identidades, ecuaciones y
formulas.

Las operaciones basicas con expresiones algebraicas, se utilizan en el importante proceso
de resolver ecuaciones, sistemas de ecuaciones y otras importantes aplicaciones de ellas.

Ejemplos:
Escribir en lenguaje algebraico las siguientes oraciones:

a) Labase es el doble que la altura.
Sillamamos b =base y h = altura, la expresion algebraica es: b=2h , pero también
se podria haber llamado x =base e y =altura entonces se obtendria: x =2y .

b) Dos nimeros pares consecutivos.

2n representa un ndmero par, el siguiente nimero par es 2n+2, donde n es
cualquier nimero entero.

EJERCICIOS

1.- Escribir en lenguaje algebraico cada uno de los siguientes enunciados.

a) El cuadrado de la suma de dos numeros reales es igual a la suma de sus cuadrados
mas el doble de su producto.

b) El espacio recorrido por un movil es igual a su velocidad por el tiempo que esta en
movimiento.

¢) Un ndmero elevado a la 10 significa multiplicar 10 veces ese ndamero.

d) El producto de dos potencias de igual base es igual a otra potencia que tiene la misma
base y cuyo exponente es igual a la suma de los exponentes de las potencias que se
multiplican.

e) Lasuma de tres nimeros enteros es 54.

f)  Escribir un nimero natural, su anterior y su posterior.

g) La superficie de un cuadrado de lado x es 121.

h) El cociente de dos potencias de igual base es igual a otra potencia que tiene la misma
base y cuyo exponente es igual a la resta de los exponentes de las potencias que se
dividen

2.2 ldentidades

La igualdad, es el simbolo que méas veces se utliza en Matematica. Gran parte de los
desarrollos matematicos consisten en la transformacién de una expresién en otra igual a ella.

La igualdad verifica las siguientes propiedades:

e Paratodo a, se verifica a=a

e Para cualquier par de nimerosa y b,si a=b entonces b =a.

e Para cualquier terna de nimerosa,b y ¢, si a=b y b=c entonces a=c.

e Sialos dos miembros de una igualdad se le suma (o resta) el mismo nimero, se obtiene
otra igualdad.

e Si a los dos miembros de una igualdad se la multiplica (o divide) por el mismo nimero
distinto de cero, se obtiene otra igualdad.

Estas dos Ultimas propiedades se utilizan continuamente para hallar la solucién de una
ecuacion o sistema de ecuaciones.

Una identidad es una igualdad algebraica valida para cualquier numero real que se le asigne
a las letras que intervengan.
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Ejemplos:

1. La expresion %(2x+4)—x:x es una igualdad algebraica, que no es una identidad, s6lo

es cierta para x = 2.
2. La expresion 2(x - 5)+ 1=2x-9 , recibe el nombre de identidad, por que es verdadera

para todos los nameros reales.
3. a™.a" =a™™", es unaidentidad que se ha visto en la unidad anterior.

B . Cudl es la ventaja de las identidades?
Que se puede transformar una expresion algebraica en otra equivalente mediante operaciones
elementales.

EJERCICIOS

1. Escribir cinco identidades que se han visto en la unidad anterior.
2. Averiguar si las siguientes igualdades son identidades:
a) a:(b+c)=a-b+a-c b) a+a+a=3a c) ata+a=15;

d) XX X=X e) x-x3=x4 f) X-x2=729 :

3. Partiendo de cada una de las expresiones de la izquierda, usar identidades para obtener la
expresion de la derecha:

a) (x+3)(x+3)—(2+x+6) —> 5x +3
b) (2 -1)- (x -1 — 2x-1)
c) (x+2)(x+6)—(x+2)(x+5) —> X+2

2.3 Ecuaciones y resolucién de problemas

Una ecuacion es una igualdad en la que aparecen numeros y letras ligadas mediante
operaciones algebraicas. Las letras, cuyos valores son desconocidos, se llaman incégnitas.
Resolver una ecuacién consiste en transformar la igualdad en otra equivalente méas sencilla,
hasta obtener la solucién, que es el valor de la incognita que hace cierta la igualdad inicial.

Una expresion como x +(x +1)+(x +2)=33 es una ecuacion, sdlo es cierta para x=10. La
solucién es x =10.

Hay ecuaciones con muchas soluciones, e incluso infinitas soluciones, por ejemplo, x+y =1,

senx =0 y otras que no tienen solucién como: x + 3 = x. Por lo tanto, resolver una ecuacién

es obtener las soluciones, si existen, que la satisfacen.
Para resolver una ecuacion se utiliza las propiedades de la relacion de igualdad y las propiedes
de los nimeros.

Ejemplos: Resolver las siguientes ecuaciones y verificar el resultado.

a) 2x-3=5 b) 5(x+3)=2x+3
Solucion:
a) —2x-3+3=5+3 (sumamos a ambos miembros 3)
2x=8 (realizamos las operaciones posibles)
(C2x)=(-2)=8+(-2) (d|V|(.;i|mos ambos r-nlembros por -2)
X —_a (realizo las operaciones).
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Por lo tanto, x=- 4 es la solucion.
Si reemplazamos en la ecuacion original: -2 (—4)— 3=8-3 =5, vemos que la verifica.

b) 5x+15=2x+3 (en el primer miembro hemos aplicado la
propiedad distributiva)
5x +15-15=2x+3-15 (restamos a ambos miembros 15 o sumamos
el opuesto de 15)
5x =2x-12 (realizo las operaciones)
5x — 2X = —12 (sumamos el opuesto de 2x 0 restamos 2x)
3x = 12 (realizo las operaciones)

(3x)+3=(-12)+3 (dividimos ambos miembros por 3)

X=—4 (realizo las operaciones)

Por lo tanto, x =—-4 es la solucién de la ecuacién dada, pues si reemplazamos en ella se
verifica la igualdad: 5(-4+3)=2(-4)+3 —» 5(-1)=-8+3 —» -5=-5.

Nota: Para asegurar que el valor encontrado es la solucion buscada, es conveniente verificar
en la ecuacion original. A la soluciéon también se le llama raiz de la ecuacion.

2. 3.1 Resolucion de ecuaciones de primer grado con una incégnita

Se llama ecuacion de primer grado con una incégnita a una expresion de la forma:

ax+b=0con a0, a,b eR (1)

Se llama de primer grado porque la incégnita sélo aparece elevada a la potencia uno.
Ejemplos:

1.- Consideremos la ecuacion x-2=5x-3, no es de la forma (1), pero operando
algebraicamente obtenemos 4x-1=0 — X :% que es la solucién de la ecuacion.

Queda para el lector verificar que efectivamente es la solucion de la ecuacion dada.

2.- Sea x=x-3, operamos y obtenemos 0x =-3, no existe ningdn ndmero real x que
satisfaga la igualdad. Por lo tanto, esta ecuacion no tiene solucion.

3.- Expresiones como: x =x 6 3x-2=2(x-1)+Xx, tienen infinitas soluciones, son ciertas
para cualquier nimero real, son identidades.

EJERCICIOS
1.- Resolver las siguientes ecuaciones:
a) 4x—-1=2-4x b) 22x—7x—%:10—(%x—1j
2x+1 x-1 x-3 Xx+1 15x+11
c) - = dy — ="
5 6 2 2 6
e) 6x—24=5(x-4)+x—-4 f) 25x —18 = 20— 5(x + 3)+ 30x
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9) [2(x -3)-2]2-4(x -3)=2x -2 h) 2(x—3)+4(x+5)=6
L2 1 , 2
i) —=— X—-3)x=x
) =7 i (x-3)
2.- Indicar cual de las siguientes ecuaciones es de primer grado y luego encontrar su solucion.

a) x+1:15x+11 b) 2 %45

2 6 X+1
2 2
c) 5+x= d) \x“-1)(x+1)=0
) 5+ X+3 ) ( )( )

3.-a) La suma de tres nimeros enteros consecutivos es 48. ¢ Cuanto vale cada nUmero?
b) Encuentre tres nimeros impares consecutivos cuya suma es igual a 117.

4.- De un deposito lleno de liquido se saca la mitad del contenido, después la tercera parte del
resto y quedan aun 1600 litros. Calcular la capacidad del depésito en centimetros cubicos.

2.3 .2 Resolucién de ecuaciones de segundo grado con una incognita

Se llama ecuacion de segundo grado con una incognita a una expresion de la forma:

ax2+bx+c:0,a,b,CGRya¢0 (2)

Observamos que la incégnita aparece elevada a la segunda potencia, decimos que la ecuacion
es de grado dos vy la llamamos ecuacion cuadratica.

El grado de una ecuacion es el mayor exponente al que aparece elevada la incognita.
Ejemplos:

1.- La expresion 2x +3 =5(x —3) es una ecuacion de grado 1, con una incognita y se llama de
primer grado.

2.- La expresién 4—x=3x?+5 es una ecuacién con una incégnita, de grado 2, o de segundo
grado.

3.- La expresién(x+2) (x+3)=0 es una ecuacion de segundo grado porque operando
obtenemos: x? +5x+6=0.

4.- La expresion t(t+12=3(t-7) es una ecuacion de grado 3, pues operando queda
t342t2-2t+21=0.

Una ecuacion de segundo grado tiene a lo més dos raices. Veamos algunas resoluciones
sencillas mediante los siguientes ejemplos:

Ejemplos de ecuaciones cuadraticas:

2

1.-a) 4x2 =400, mediante operaciones algebraicas obtenemos: x =102 y aqui recordamos

la propiedad de los nimeros x/x2 = \ X
son las dos soluciones de la ecuacion cuadratica.

, con lo cual obtenemos: x; =10 y X, =-10, que
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b) 21x2 = 400, completamos mediante operaciones algebraicas para obtener las raices:

Xq =./400/21 y x, =—./400/21 y racionalizando resulta: x; = 2021 le

Xo =
21 Y2 2

2.- t(t —10):0 , observamos que el primer miembro es un producto de dos factores: ty t - 10.

Si el producto de dos factores es cero, uno de los factores es cero. En nuestro caso: t(t - 10) =
0, implicat=0 6t - 10 = 0, de donde se obtiene, t = 0 6 t = 10 . Por lo tanto, las raices
buscadasson: t; =0 y t, =10.

3.- x?+10x+8=0, en este caso no es sencillo despejar la incognita para encontrar las

raices, debemos aplicar la férmula para resolver ecuaciones de segundo grado. Considerando
la ecuacion general de segundo grado, (2), las soluciones se encuentran usando la formula:

~b++vb?-4ac @)

2a

XLZ =

Identificamos los coeficientes a, b y ¢, de la siguiente manera: a el coeficiente del término
cuadratico, b coeficiente del término lineal y ¢ el término independiente. En este ejemplo, a =1,
b=10yc=8.

La deduccién de la formula es la siguiente:

ax2 +bx +¢ = 0, sumamos aambos miembros —c,
ax? + bx = —-c¢C multiplicamos aambos miembros por4a,
4a®x? +4abx = —4ac sumamos aambos miembros b?,
4a°x? +4abx+b? = b2 -4dac elprimer miembro es un trinomio cuadrado perfecto,
(2ax + b)2 = b%-4ac aplicamos raiz cuadrada aambos miembros,
(2ax +b)? = -/b%?-4ac  pordefinicién de valor absoluto,
2ax + b| = /b2 -4ac  entonces,
2ax+b = ++/b? -4ac

—biVb2—4ac

En consecuencia, despejando x, tenemos la formula (3) X12 = 2a

El doble signo en la férmula antes de la raiz cuadrada, nos proporciona las dos soluciones que
tiene una ecuacion cuadratica.

Ejemplos: Encontrar las dos raices de las ecuaciones de segundo grado:

1.- x2+x-6=0, aplicando la féormula (3), tenemos a=1, b=1y ¢ =-6 y reemplazando en

(3) obtenemos:
~1+1°-4-1(-6) _1+.1+24 -145

X = = —
12 2.1 2 2

cuyas soluciones son: x;y=2 y Xp=-3.

2.- 9x2 +6x+ 1=0, analogamente observando la ecuacion tenemos: a=2, b=6y c =1, por
lo tanto reemplazando en (3):

. _—6%y6°-4.91 -6+436-36 -6:0__1
12 2.9 18 18 3
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; 1
cuyas soluciones son: X1 = Xo = —5

3- x2 _2x+5=0 , finalmente aqui tenemos: a=1, b=-2 y ¢ =5, por lo tanto reemplazando
en (3):

2+y(-2P-415 21+.-16

21 2
como recordamos la raiz cuadrada de un nimero negativo no tiene solucion real.
Analicemos cada una de las soluciones de los tres ejemplos anteriores. En el primero
observamos que tiene dos raices reales distintas, en el segundo, las raices son reales e iguales
y el dltimo no tiene solucién real.
Analicemos el radicando de la férmula (3), llamado discriminante. Sea d = b2 —4ac, sid<0

no tiene solucioén real; sid >0 tiene raices reales distintas, y si d =0, las raices reales
coinciden.

X12 =

Resumiendo:

ax’+bx+c=0
d=b’-4ac

/ ~

Solucion real Sin solucion real
d=0 d<0

v N\

Reales e Iguales Reales y Distintas
d=0 d>0

EJERCICIOS

1: Dadas las ecuaciones:

a) 9=5y-3 ; b)il=2X+5 ; c) 6y+5=2y+7 ; d) 3x>-6=(x+2)(x-3) vy las
X+

soluciones: -0.5; —3; 2.4 ; 3J2; 0, —-1/2, averiguar a cudl ecuacién corresponde cada solucion
y determinar el grado que tiene cada ecuacion.

2.- Resolver las siguientes ecuaciones de segundo grado pero previamente identificar si son o
no completas:

a) 2t>+4t-6=0 b) (t+7)(t-1)+({t+17=0 c) x2-x-2=0
d) (v+7)v-3)=0 e) t2+4t=0 f) t2-1=0
3.- Sin resolver las ecuaciones determinar el caracter de sus raices:
a) 4x2+12x+9=0 b)) 2t>-4t+1=0 c) X2 +4x+6=0
4.- Utilizando el discriminante decir qué tipo de soluciones tienen las siguientes ecuaciones:
2
a) x2—4x+3=0 b) [g] - Xx-3=0
c) x2-2x+14=0 d) x*—2x-4=0
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5.- a) Efectuar el producto (x - 4) (x - 3) .
b) Resolver la ecuacion x> -7x+12=0.
c) ¢Existe alguna relacion entre los coeficientes —7 y 12 con las soluciones x; =3y x, =47?

6.- Para la ecuacion x2 +bx+c =0 con b, c eR cuyasraices son x; y X, ,demostrar:
X1 +X=-b y x4 x5 =c.
7.- El cuadrado de un ndmero entero es igual al siguiente multiplicado por —4.;Cual es el

namero?
8.- ¢ Cual es el numero cuyo triple supera en dos a su cuadrado?

2.3.3 Ecuaciones con dos incégnitas

Ya hemos visto ecuaciones del tipo ax +b=0 (de primer grado con una incégnita) y ahora

veremos ecuaciones de primer grado con dos incognitas, del tipo a x + by + ¢ = 0 con
a,b,ceR. Tiene como solucion un par de valores (x,y) que la satisfacen. A este tipo de

ecuaciones también se las suele llamar ecuaciones lineales. La linealidad viene dada por que
ambas incognitas estan elevadas a la potencia uno y no se multiplican entre si.

Ejemplos:

1.- x-2y=0 es una ecuacion lineal en dos variables: x e y, tiene infinitas soluciones, como
. X=4 X =5 X=—2 X=—4
por ejemplo: ; ; ; etc.
{y=2 {y=5/2 {y:—l {y=—2
o también se pueden escribir como par ordenado: (4, 2); (5,5/2); (-2, -1); (-4, -2)

2.- Al determinar las fuerzas F; y F, que actlan sobre una viga, podemos encontrar una
ecuacion tal como 2F; + 4F, =200 que tiene como soluciones:
{Fl =99 . {Fl =80

, etc.
F, =12 F, =10

3.- Las expresiones §+4y =1 y x-y=1 nosonlineales.
X

4.- La expresion x2 +y2 =36 es una ecuacion de segundo grado en dos variables, que es la

ecuacion de la circunferencia de radio 6 y centro en (0, 0). Cada punto P(x, y) de la
circunferencia es solucién de la ecuacion. Como la circunferencia tiene infinitos puntos, la
ecuacion dada tiene infinitas soluciones.

En el capitulo 6 retomaremos el tema de ecuaciones lineales.

2 .4 Sistemas de ecuaciones y resolucién de problemas
Ejemplo:

Un comercio vende calculadoras aritméticas a $7.50 y cientificas a $18.00. Cierto dia el
comerci6 vendi6 16 calculadoras por un importe total de $193.50. ¢ Cuantas calculadoras eran
aritméticas?

Primero identificamos que hay dos tipos de calculadoras en venta, si llamamos x a la cantidad
de calculadoras aritméticas e y a la cantidad de calculadoras cientificas, podemos traducir el
problema al lenguaje algebraico de la siguiente manera: x+y =16 que es el total de

calculadoras vendidas y por otro lado el monto total vendido: 7.50 x +18.00y =193.50.
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Estas ecuaciones determinan el siguiente sistema:
X+y =16 (1)
7.50x+18.00y =193.50

resolverlo, significa encontrar valores para las incognitas x e y que satisfagan simultaneamente
las dos ecuaciones.
Despejamos indistintamente x 6y de la primera ecuacion, por ejemplo

x=16-y (2

a esta expresion la reemplazamos en la segunda ecuacion 7.50(16-y)+18.00y =193.50,
operando algebraicamente: 120+10.50y =193.50 — y =7, llevamos este valor a (2) y

obtenemos x=9.
Esta es la supuesta solucién del sistema, para estar seguros debemos verificar los valores en
ambas ecuaciones de (1), es decir,

9+7=16
7.50-9+18.00 -7 =193.50

Por lo tanto, el par (x, y)=(9, 7) es solucion matematica del sistema. La respuesta al problema

es:
Respuesta: El negocio vendid 9 calculadoras aritméticas.

Los sistemas lineales aparecen frecuentemente en situaciones de la fisica, quimica, ciencias
naturales, etc. como también en ciencias humanas y sociales, (economia, psicologia,
sociologia).

Hay métodos convencionales de resolucion de sistemas lineales: Sustitucion, Eliminacion (o
Reduccién por suma o resta) e Igualacion. Estos métodos se basan en una secuencia de
operaciones elementales. Ademas hay otros métodos: Gauss, Regla de Cramer (o
Determinantes) .

Otra cuestion para resaltar es que a los sistemas sencillos de dos y tres variables por lo general
es mas facil de resolverlos por los métodos convencionales, pero para un sistema de mas de
tres variables es conveniente utilizar otros métodos.

Repasaremos dos métodos de resolucion de sistemas lineales de dos ecuaciones con dos
incognitas. Resolverlos, es encontrar la solucién, es decir, el valor de las incdgnitas, para ello
se siguen ciertas técnicas que dependen de la situacion de cada sistema, pues cualquier
método de resolucion de sistemas es valido, ya que proveen la misma solucion.

2.4 .1 Método de Sustitucion

Como su nombre lo indica, se despeja una incégnita de una de las ecuaciones y se sustituye
en la otra, es la manera mas natural de resolver un sistema. Los pasos a seguir para resolver
un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas son:

1.- Elegimos una de las ecuaciones para despejar una de las incognitas en términos de la otra,
en general, es la incognita mas facil de despejar.

2.- Sustituimos la expresion obtenida en la otra ecuacién y nos queda una ecuacion en una
incognita y se resuelve.

3.- Luego, llevamos este resultado a la ecuacién despejada en el paso 1 para obtener la otra
incognita.

4.- Verificar la solucién obtenida en ambas ecuaciones.
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Ejemplos:

. 2x+3y =1
1.- Resolver el sistema .
2X -6y =2

Paso 1: Después de observar ambas ecuaciones, podemos despejar y de la primera ecuacion:
2x+3y =1 — y=1_32X. 1)

Paso 2: Reemplazamos ahora en la segunda ecuacion: 2x —6 (1_32)() =2

Nos queda una ecuacion de primer grado en una incégnita, cuya solucién es: x = 2/3.

Paso 3: El y correspondiente lo obtenemos sustituyendo este valor de x en (1):
1-4
_~ 3

y _T:_é Por la tanto: (x,,Yo)=(2/3,-1/9).

Paso 4: Sustituimos (2/3 ,— 1/9) en ambas ecuaciones, para verificar que es solucion:

2§+{}%j=1 4.1
) . operando i 2
2——-6|—-—=|=2 —+—=2
293 2

Como se verifican ambas, la solucién es: (x,,Y,)=(2/3,-9).

+0y =4

2.- El sistema {O , tiene solucién Gnica: (x,,y,)=(4,5), pues es evidente que verifica
X+

ambas ecuaciones. El sistema es determinado.

. 3x-2y =5
3.- Resolver el sistema
5x -y =6

Observamos ambas ecuaciones, vemos que es mas sencillo despejar y de la segunda:
y =5x -6, llevamos esta expresion a la primera ecuacion: 3x—2(5x—6):5; operando

algebraicamente obtenemos: x =1, sustituimos este valor de x en la expresién despejada de y :
y =5.1-6 = 1. Por lo tanto, la solucién aparente que obtuvimos es: (x,y)=(1-1).

Verifiguemos si es solucion del sistema, para ello reemplazamos el par obtenido en ambas
3.1-2(-1)=5
5.1+1=6

que la Gnica solucién es: (x,y)=(1,-1).

ecuaciones: { , efectivamente se cumplen las dos igualdades, esto quiere decir
Queda para el alumno identificar los pasos sugeridos.

2x -3y =7

4.- Resolver el sistema
4x +5y =3
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Después de observar ambas ecuaciones vemos que es indistinto la incognita a elegir para

despejar, por ejemplo, nos decidimos por la primera ecuacion: x :%y +% y la reemplazamos
en la segunda: 4(%y +%j+5y =3, resolviendo tenemos y = -1, ahora llevamos este valor a

la expresién despejada de x : x = g(—l)+% =2, luego la supuesta solucién es (x,y)=(2,-1).

Queda para el lector verificar el paso 4 y resolver el sistema nuevamente despejando la
incognita y.

Los cuatro ejemplos anteriores muestran sistemas con solucién unica, veamos ahora el
siguiente ejemplo:

. 2x+y =4
5.- Resolver el sistema
-6x -3y =-12
Despejamos y de la primera ecuacion y =4 -2x , reemplazamos en la segunda ecuacion,
—6x—3(4—2x):—12, operando obtenemos 0x =0, esta igualdad se cumple para cualquier

valor de x , es decir, el sistema tiene infinitas soluciones, por ejemplo: (0,4); (%3) (2,0); etc...

son soluciones.

Si observamos detenidamente el sistema, vemos que la primera ecuacién multiplicada por — 3,
es igual a la segunda, esto nos dice que en realidad tenemos una sola ecuacién con dos
incognitas.

Por lo tanto, en forma general la solucion del sistema se puede expresar como (t , 4 - 2t),
donde t es un ndmero real. Para cualquier nimero real que se asigne a t, obtenemos el valor
de y correspondiente, en este caso, se dice que el sistema es indeterminado.

6x +10y =8

3x+5y =4

Observamos que las dos ecuaciones son practicamente la misma, pues si a la primera la
dividimos por 2 tenemos una sola ecuacion, por lo tanto tiene infinitas soluciones.

También en este caso se dice que el sistema es indeterminado. Operando se llega a una
expresion del tipo 0.x =0 6 0.y =0, valida para todo valor de x 6 de y. Es decir, las infinitas

2-5
4 _5x
soluciones: (x, y)=|x, 2—— | de una ecuacién también lo son de la otra.

6.- Resolver el sistema {

En los seis ejemplos anteriores los sistemas son compatibles o consistentes, porque todos
tienen solucién.
A continuacién veremos dos ejemplos con otras caracteristicas:

2Xx+y =5

7.- Resolver el sistema
4x +2y =8

Despejamos vy de la primera ecuacion: y =-2x + 5 y la reemplazamos en la segunda:
4X + 2(—2x + 5) = 8 , resolviendo obtenemos: 0x = -2, jjabsurdo!!, luego el sistema no tiene
solucion o también se dice que el sistema es incompatible o inconsistente.

3x-5y =14

8.- Resolver el sistema:
3x -5y =2

Es imposible encontrar una misma solucién para ambas ecuaciones, nuevamente se dice que
el sistema no tiene solucién o que es incompatible (inconsistente) y en este caso se llega
operando a una expresion del tipo 0x =2 6 0y =2.
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Resumiendo: Dados aj,a,, by, by, ¢, ¢ €R, hemos analizado sistemas del tipo:
a;Xx+byy =c;
{ Y

a)X+byy =cy

Resolver un sistema de ecuaciones (1), es encontrar un par (X,,Yo) que sera solucion del
sistema si y sélo si, verifica ambas ecuaciones simultaneamente, es decir,

)

{alxo +b1yo =¢q
ayXy +hoyy =¢y

El sistema (1) puede tener una 0 infinitas soluciones 6 no tener solucion. Estos resultados
podemos resumirlos en el siguiente cuadro:

Sistema de ecuaciones lineales

/ N

Sistemas compatibles Sistemas incompatibles
0 consistentes 0 inconsistentes

SN N

Solucién Unica o Infinitas Soluciones o No tiene Solucién
Sistema determinado Sistema Indeterminado

EJERCICIOS
1.- Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:
3x+2y =78 ) 4x -3y =24 c 3Xx+2y =14
4x+y =54 x/5=y/4 2Xx+y =8
g [X-3y =12 o “3x+7y=4 o [2x -5y =3
6x+5y =-1 —§x+1y:4 3x -5y =-10
5 5
2x-y =1 X-2y=-4
9) h)
Ax -2y -4 =0 3x-6y+12=0

2.- El perimetro de un rectangulo mide 17 cm y su base mide 0.1 dm més que el doble de la
altura. Se quiere averiguar cuales son las medidas en metros del rectangulo.

3.- La suma de dos numeros es 81 y la diferencia del doble de primero y el triple del segundo
es 62. ¢ Cuales son los nUmeros?

4.- Se necesitaron 30 Km de cerca para un campo rectangular. ¢Cuales son las dimensiones
del campo si se sabe que la diferencia entre la longitud y el ancho es de 5 Km?
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2. 4.2 Método de Reduccion por suma o resta o de Eliminacion

Recordemos que dos sistemas son equivalentes si tienen el mismo conjuntos solucion.

El método de reduccién consiste en transformar el sistema dado en uno equivalente. En
esencia consiste primero en ver si alguna de las incognitas tiene el mismo coeficiente en
ambas ecuaciones, si no es asi se trata de acomodar para que asi lo sea. Luego, restando o
sumando miembro a miembro las ecuaciones, se obtiene una ecuacion con una incAgnita
menos , esto quiere decir que se redujo el nUmero de incégnitas, de alli el nombre de reduccion
o eliminacién.

Los pasos a seguir son:

1.- Preparamos ambas ecuaciones, multiplicando (dividiendo) por una constante (nimero)
adecuada para que una de las incégnitas tenga el mismo coeficiente, salvo signo que puede
ser positivo (0 negativo), en ambas ecuaciones.

2.- Restamos (0 sumamos), segun signo del coeficiente, miembro a miembro ambas
ecuaciones y con ello desaparece una incognita, asi reducimos el nimero de ecuaciones, en
nuestro caso a una ecuacion.

3.- Resolvemos la ecuacion obtenida.

4.- Luego a este resultado lo llevamos a cualquiera de las dos ecuaciones iniciales para
obtener la otra incognita (o podemos emplear la misma técnica para despejar la otra incognita).

5.- Verificar la solucién obtenida, en ambas ecuaciones.

Ejemplos: Resolver los sistemas:

2) 3X+y=7 b) 2x +3y =19 ) 3x -6y =2
3x -5y =1 Ax +y =23 5x +4y =1

a) Después de observar el sistema vemos que Xx tiene el mismo coeficiente en ambas
ecuaciones, por lo tanto restando miembro a miembro obtenemos la ecuacion: y +5y =6

de donde y =1, finalmente reemplazado en la primera ecuacion resulta x = 2.

e 3-2+1=7 L
Verificacion: ; luego, la solucién unica es: (x, y)=(2, 1)
3.2-5.1=1

b) En este ejemplo después de observar el sistema, tenemos dos posibilidades:

Primero: Igualamos los coeficientes de x multiplicando por 2 la primera ecuacion:

4x + 6y = 38 . .
, restamos miembro a miembro y obtenemos y =3.
Ax +y =23
Ahora multiplicamos la segunda ecuacién por 3, para igualar los coeficientes de vy :
2x+3y =19 . .
, restando miembro a miembro tenemos x = 5.
12x + 3y = 69

2-5+3-3=19

45.3_03 luego la solucién dnica es: (x, y)=(5, 3)

Verificacion: {

Segundo: En la primera ecuacién podemos igualar los coeficientes de vy, si dividimos por 3:

2yt
3
4x+y =23

Queda para el lector completar el ejemplo y verificar que se obtiene la misma solucion.
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b) En este sistema las incognitas no tienen coeficientes iguales ni tampoco mdltiplos uno del
otro, por lo tanto, tenemos dos opciones para resolverlo: elegir el método de sustitucion o el
método de reduccion. Lo haremos por este Ultimo.

Primero: Tratamos de igualar los coeficientes de x, para ello procedemos de la siguiente

- . L 15x —30y =10
manera, multiplicamos la primera ecuacion por 5 y la segunda por 3: , ahora
15x +12y =3

restamos miembro a miembro: 42y =-7, es decir, y =-1/6, finalmente miramos el sistema

dado y vemos que nos conviene reemplazar en la primera ecuacion y obtenemos el valor de

x =1/3. Queda para el lector la verificacion de que la solucion unica es: (x, y)= (% —%).

Segundo: Podriamos haber elegido de igualar los coeficientes de y, multiplicando la primera

6x —12y =4

ecuacion por 2y la segunda por 3: y , sumando miembro a miembro resulta
15x +12y =3

x=1/3.

Queda para el lector encontrar el valor de y por este segundo camino. Escribir la solucién y
verificarla.
Ademés, COMPLETAR LOS PASOS INTERMEDIOS DE LOS TRES EJEMPLOS.

EJERCICIOS
1.- Resolver los siguientes sistemas: 1
2 {:X ; )3/ :_71 b) {2x2+ 3y :i 0 {5X - y_: 12 " 2X + > y=0
y = —2x-2y=4 X+y=3 3)(_4)/:_1_’)9

2.- Dos amigos fueron de visita a una granja en la que habia pavos y corderos. Al salir uno de
ellos le pregunto al otro: “;Cuéntos pavos y corderos habia? Averigualo, vi 72 ojos y 122
patas”.

3.- En un hotel hay habitaciones simples y dobles. Tiene un total de 50 habitaciones y 87
camas. ¢, Cuantas habitaciones de cada tipo tiene el hotel?

4.- Un cine vende boletos a 8% cada uno pero, a las personas de la tercera edad se les hace un
descuento de 2$. En una tarde, el cine vendié 525 boletos y recaud6 3580%. ¢ Cuantos boletos
vendié de cada tipo?

5.- El perimetro de un tridngulo isdsceles es de 18 cm. Cada uno de los lados iguales es 3
unidades mayor que la base. ¢ Cuéles son las medidas de los lados en metros?

2.5 Como plantear y resolver Problemas

A lo largo del desarrollo de esta unidad hemos visto problemas sencillos, en esta seccién
veremos gran cantidad de problemas resueltos para que tengamos al menos una base y
técnicas para resolverlos.

En los problemas nos planteamos la o las ecuaciones que relacionan los datos con las
incognitas. Lo dificil es identificar la informacidon que nos lleva a la ecuacién que debemos
resolver, esto se debe a menudo, a que parte de la informacion se infiere, pero no esta
explicitamente establecida.

A continuacion mostraremos la forma en que se utilizan las expresiones algebraicas para
plantear y resolver ecuaciones lineales y /o cuadraticas en alguna de sus aplicaciones. Son
ellas y sus soluciones de gran importancia en casi todos los campos de la tecnologia y de la
ciencia. Una de las aplicaciones méas importantes se presenta en matematicas, fisica,
ingenieria y otros campos.
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2.5.1 Pasos utiles para resolver problemas

|.- COMPRENDER EL PROBLEMA
Il.- CONCEBIR un plan
Ill.- EJECUTAR el plan
IV.- EXAMINAR la solucién obtenida

.- COMPRENDER el problema:

e Leer el enunciado. Sefialamos cuales son los datos, qué es lo que se conoce del
problema.

Elaboramos, si es necesario, un mapa conceptual o un esquema de la situacion.
Encontramos la relacion entre los datos y las incognitas.

Introducimos una notacion adecuada.

Si hay alguna figura relacionada con el problema, la dibujamos.

En sintesis, debemos plantearnos las siguientes preguntas:

¢,Cuadl es la incognita? ¢Cuales son los datos? ¢Cual es la condicién que relaciona los datos
con las incognitas? ¢ Es la condicion suficiente para determinar la incégnita? ¢ Es insuficiente?
¢ Es redundante? ¢ Es contradictoria?

Il.- CONCEBIR un plan:

“Tenemos un plan cuando sabemos, al menos a grosso modo, qué célculos, qué
razonamientos o construcciones habremos de efectuar para determinar la incégnita”.

Para concebir un plan debemos tener claro si nuestros conocimientos son suficientes, puesto
que es imposible resolver un problema si desconocemos por completo el tema del cual trata.
Con frecuencia es adecuado abordar un problema planteandonos las siguientes preguntas:
¢Hemos resuelto un problema semejante? o ¢Hemos visto el mismo problema planteado en
forma ligeramente diferente? ¢ Conocemos un problema relacionado con éste?.

Si no podemos resolver el problema propuesto tratamos de resolver primero algin problema
similar mas sencillo que nos aporte informacion para el nuestro.

lll.- EJECUTAR el plan:

Esta etapa también hay que plantearla de una manera flexible, alejada de todo mecanicismo.
Se debe tener presente que el pensamiento no es lineal, que necesariamente se van a producir
saltos continuos entre el disefio del plan y su puesta en practica. Al ejecutar el plan se debe
comprobar cada uno de los pasos. ¢(Se puede ver claramente qué cada paso es correcto?
Antes de hacer algo se debe pensar: ¢qué se consigue con ésto? Se debe acompafiar cada
operacién matematica de una explicacion contando lo que se hace y para qué se hace.

Cuando tropezamos con alguna dificultad que nos deja blogueados, se debe volver al principio,
reordenar las ideas y probar de nuevo.

IV.- EXAMINAR la solucién obtenida:

Supone:

Leer de nuevo el enunciado y comprobar que lo que se pedia es lo que se ha averiguado. Se
debe poner atencion en la solucién. ¢ Parece I6gicamente posible?

¢ Es posible comprobar la solucion?

¢ Es posible encontrar alguna otra solucién?

Siguiendo estos cuatro pasos podremos tener una buena idea y base para pensar acerca de
cémo encarar distintas situaciones problematicas y adquirir mas habilidad para resolverlos no
solo aqui, sino nos seran Utiles cuando se nos presenten a lo largo de la carrera y por lo tanto
estaremos mejor preparados.
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Ejemplo 1

Un lado de un tridngulo isésceles mide 3 cm menos que la suma de los dos lados iguales. El
perimetro es de 33 cm. ¢ Cuanto mide cada lado?

Solucioén:

|.- COMPRENDER el problema

a) Primero leemos el problema y determinamos que nos pide. Es decir, ubicamos cual o
cuales son las incognitas e introducimos la notacién, por ejemplo x . Aca representa la
longitud de uno de los dos lados iguales del triangulo e y al lado desigual.

b .
) Consideramos los datos:

Uno de los datos que tenemos es que el
lado desigual mide 3cm menos que la suma
de los lados iguales, es decir, y =2x-3 y

el otro dato es que el perimetro es de 33cm, X
es decir, 2x +y =33

Il.- CONCEBIR un plan
De acuerdo al punto I, vemos que obtuvimos dos ecuaciones con dos incégnitas:

y=2x-3
2x+y =33"
lll.- EJECUTAR el plan:

Es resolver dicho sistema de ecuaciones por cualquier método. Obtenemos x =9 ey = 15,
gue es la solucién matematica del sistema.

IV.- EXAMINAR la solucién obtenida:

Verificamos que la solucion matemética es la solucion del problema: Segun la notacion que
adoptamos los lados iguales miden 9 cm y el tercer lado 15 cm, luego el perimetro, que es la
suma de las longitudes de los tres lados, es: 9 + 9 + 15 = 33, como se verifica el resultado,
entonces x=9cm ey =15 cm, es la solucion del problema. Finalmente,

Respuesta: Las longitudes de los lados del triangulo son: 9 cm, 9 cmy 15 cm.

Ejemplo 2

En una confiteria han preparado 60 litros de refresco de anana con el 10% de jugo puro de
fruta.¢ Cuanto jugo puro de anana deben agregarle para que el refresco contenga el 20% de
dicho jugo?

Resolvamos teniendo en cuenta los pasos sugeridos en la pagina 47:

1- Comprender el problema

e |ectura comprensiva del texto

e ;Cudl es laincognita?.

Cantidad de jugo de anana que deben agregarle a los 60 litros de refresco para que resulte uno
con el 20% de jugo puro de anana.

e ;Cudles son los datos?
60 litros de refresco de anana con el 10% de jugo de fruta.

2- Concebir un plan.

Sea “X" la cantidad (medida en litros) de jugo de anana que debe agregarse.

Hacemos una tabla que representa las relaciones entre los datos y la incognita:
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Tengo Agrego jugo puro Obtengo

Cantidad en litros de
refresco 60 X 60 + X

Concentracion de
jugo 10% 100% 20%
puro de anana

Cantidad de jugo 20% de (60+x)=

puro dﬁt%r‘sa”a en 10% de 60 = 6 100% de x = x 0.2 (60+x)

El aspecto clave para convertir la informacion de la tabla en una ecuacion, es observar que la
cantidad total de jugo puro de anana en la nueva mezcla debe ser igual a la que ya contenia
mas la que se agrega:
0.2(60 + x)= 6+ x
3- Ejecutar el plan
Resolviendo la ecuacion planteada obtenemos:
6+x = 12+0.2x

Xx-0.2x= 12-6
0.8x = 6
6

X= — = 75
0.8

Respuesta: Se debe agregar 7.5 | de jugo puro de anana para que el refresco tenga una
concentracion del 20%.

4 - Examinar la solucién obtenida

El comerciante va a obtener 67.5 | de refresco de anana, el cual tiene la cantidad de 13.5 | de
jugo puro, 6 litros antes de la mezcla mas el agregado de 7.5 litros. Por otro lado, debemos
verificar si los 13.5 | responden a la concentracion pedida:

20% de (67.5) es 13.51.
Por lo cual podemos afirmar que la nueva cantidad de refresco que tiene el comerciante
responde a lo pedido.

En los ejemplos que siguen, los cuatro pasos sugeridos en la resolucion de problemas no los
detallamos. Aconsejamos al lector resolver los ejemplos usando esta técnica antes de mirar la
solucion.

Ejemplo 3

Una maquina tiene una masa de 17 Kgr. Si estd compuesta por dos partes y una de ellas pesa
3 Kgr méas que la otra. ¢ Cuéles son las masas respectivas?

Solucién:

El problema nos pide calcular la masa de cada una de las partes que integran la maquina.

Sea m; = masa de la parte mas liviana, con lo que hemos establecido una de las incégnitas (o
también podriamos haber representado con ella a la parte mas pesada o haber utilizado
cualquier otra letra).

Ademas, como “una de ellas tiene una masa de 3 Kgr mas que la otra”, podemos escribir:
my =My + 3.
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Como las dos masas juntas pesan 17 Kgr, tenemos: m; +m, =17, reemplazamos m, en esta
expresion, obtenemos: m;+m;+3=17 —> 2m =14 - m=7.
La solucion del problema es:

Respuesta: La masa mas liviana pesa 7 Kgr y la mas pesada 10 Kgr
Ejemplo 4

Una solucién de alcohol y agua contiene 2 | de alcohol y 6 | de agua. ¢ Cuanto alcohol puro se

I o . 2
debe afiadir a esta solucién para que la solucion resultante tenga c de alcohol?

Solucioén:

Llamemos x al nimero de litros de alcohol que debemos afiadir a la solucién cuyo volumen es
de8lI.

La cantidad final de alcohol que tendremos serd: 2 + X y el volumen de la mezcla resultante
sera: 8+x. Por lo tanto el volumen de alcohol final comparado con el volumen total

correspondiente de la mezcla debe ser: % Esto significa: 2+X = % , de donde x = 2.
X

Respuesta: Se debe afadir 2 litros de alcohol a la solucién.

Queda para el lector verificar que hay que afadir 2| de alcohol puro a la solucion original para
tener 4l de alcohol en el volumen total de 10 I.

Ejemplo 5

Juan compré en enero de 2001 acciones en una empresa. En la misma fecha del 2002, las
acciones habian bajado un 4%, pero su precio en enero de 2003 era un 10% superior al del
afo anterior. Hallar el porcentaje de variacion de precio del 2003 respecto de la compra.

Solucioén:

Si el precio de las acciones en el 2001 fue de x pesos. El precio en el 2002 disminuy6 en un
4% ( 0.4 pesos). Por lo tanto el precio de las acciones fue: x — 0.4 x=0.96 x. En el afio

2003, las acciones aumentaron un 10% respecto de 0.96 x , es decir, 0.1-0.96 x =0.096 x . Por
lo tanto, el precio final es de: 0.96 x+0.096 x =1.056 X .

El problema nos pide el porcentaje que varié el precio actual respecto del precio de compra, es
precio 2003 — precio 2001

precio 2001

-100%=5.6%.

decir, nos pide:

Respuesta: El porcentaje de variacion es de 5.6%.

Ejemplo 6

Dos inversiones que totalizan $ 18000 producen un ingreso anual de $ 700. Si la primera
inversion tiene una tasa de interés de 5.5% y la segunda de 3.0%. ¢, Cudl es el monto de cada
una de las inversiones?

Solucioén:

Llamamos x = al monto de la primera inversion e y = el monto de la segunda. Sabemos que el
total es: x+y =18000 . Ademés que la primera produce anualmente: 0.055x Yy la segunda:
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X + y=18 000
0.055x + 0.03y =700
(x, y)=(6400 , 11600) y la solucién del problema es:

0.03 x . Todo esto nos lleva al sistema: { cuya solucién matematica es:

Respuesta: Las inversiones son de $ 6400 y $ 11600 respectivamente.
Ejemplo 7

Un carro hace en dos horas un viaje de ida y vuelta a una ciudad que dista a 72 Km. Si la
velocidad promedio en el viaje de regreso es de 30 Km/h menor que en el viaje de ida. ¢ Cual
es la velocidad promedio del carro al ir a la ciudad?

Solucioén:

Sea v = velocidad promedio de ir a la ciudad y t = tiempo empleado para llegar a la ciudad. Con
esta eleccion de incognitas tenemos v-t=72 (la distancia es igual a la velocidad por el
tiempo). Ademas sabemos que la velocidad de regreso fue v-30 y que el tiempo requerido

para dicho viaje fue 2-t.
Como la distancia recorrida al regresar fue de 72 Km, podemos escribir que
(v-30) (2-t)=72, como deseamos obtener Vv eliminamos t y nos queda:

(v —30) (2—72j=72, de donde obtenemos la ecuacion de segundo grado:
v

v2-102 v +1080 =0, cuyas soluciones matematicas son: v, =90 y v, =12.
Veamos cual de las dos raices matemaéticas es solucion del problema. La raiz v, =12 no

puede ser solucion, por que la velocidad de retorno, que es 30 Km/h menor que la de ida, seria
negativa. Por lo tanto la solucion es v;=90 Km/h. Queda para el lector verificar que

efectivamente cumple las condiciones del problema.

Respuesta La velocidad promedio es de 90 Km /h

Ejemplo 8

Un triangulo tiene perimetro de 37cm. El lado mayor tiene 3 cm mas que el que le sigue en

longitud, el cual a su vez tiene 8 cm mas que el lado mas corto. Hallar las longitudes de cada
lado en metros.

Solucién:

Primero construimos una figura que nos ayuda a visualizar e

interpretar el problema. a I
Sea a = longitud del lado mayor, b = lado siguiente y ¢ = lado més

corto.

Puesto que el perimetro es 37 cm, tenemosque: a + b + ¢ = 37. b

Por otro lado las condiciones del problema nos llevan a las siguientes ecuaciones: a=b+3 vy
b =c+8, de donde obtenemos:
a+b+c=37
a-b=3 sumando la primera con la tercera reducimos el sistema a: {
b-c=8
restando miembro a miembro nos queda b =14, reemplazando obtenemos a=17 y c =6.
Respuesta: Los lados del triangulo miden 0.17 m, 0.14 m y 0.06 m

a+2b=45
a-b =3’
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EJERCICIOS

1.- Pasé un gavilan por un palomar y dijo: “Adiés palomar de 100 palomas”. Una paloma le
contesta: “Miente usted gavilan. Con éstas, otras tantas como éstas, la cuarta parte de éstas y
usted gavilan, el ciento seran”. ¢ Cuantas palomas habia?

2.- En un aula disponiendo 9 alumnos por banco quedan 3 alumnos sin asiento y disponiendo
10 por banco quedan 5 lugares vacios. Encontrar el nimero de bancos y de alumnos.

3.- ¢Cuéantos gramos de plata pura deben afiadirse a 36 grs de plata al 60% para obtener una
aleacion de plata al 76%.

4.- Si considero 3 veces los afios que tendré dentro de 3 afios y le resto 3 veces los afios que
tenia hace 3 afos resulta exactamente los afios que tengo ahora. ¢ Cuantos afios tengo?

5.- ¢Cual es la longitud de una varilla si su quinta parte es roja, hay dos tercios pintados de
blanco y restan adn dos metros por pintar?

6.- La diagonal de una granja cuadrada tiene 10 km mas que uno de sus lados. ¢Cual es la
longitud del lado de la granja ?

7.- Un laboratorio quimico tiene dos recipientes con soluciones diferentes. Uno contiene una
solucion al 10% de acido nitrico (HNO3) y el segundo al 30%. ¢ Cuantos litros de cada solucion
hay que mezclar para obtener 100 litros de una solucidon cuya concentracion sea del 25%7?.
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2.6 PRACTICO: LENGUAJE ALGEBRAICO Y ECUACIONES

Ejercicio 1: Decir si las siguientes igualdades son ecuaciones y en caso afirmativo encuentre

sus raices:
a) 3x+5=2x+10 b) 4x% - 2x -3 =3x% - 4x
) X+ 4=4(x-26) d) 3x2—3x+7:3(x2+2x)—9x+7

Ejercicio 2: Resolver las siguientes ecuaciones y decir qué grado tienen:
a) 4x—1=2-4x b) 22x - 7x-15/2=10 (L x-1)
2
Cc) X*+2x-3=0
) d) (xz—x+l)—(x+l)2 =3-3x

e) 4x2 +12x+9=0
) f) 2x%+x+9=(x+4)(x+1)

Ejercicio 3: Responder con verdadero o falso a las siguientes proposiciones:

a) -2x =8 - X =4 | e
b) X_X.4 - 2X = 3X 41 | eererreenenee e
3 2
c) 10x=7 - X=1/7 | e
d) 7-x=0 - X=0 |
e) El nimero cero no puede ser solucion (raiz) de una ecuacion  .........cccccceveeviiiveneennnn
f) La ecuacion 2 — 2 N0 tene SOIUCION  .......coveeuieereceeeeeeeee e
X X
2 = -
9) X< +2x+1=0 - XL =Xp | e
h) 3x% +4x-3=0 - No tiene solucién real
i) 4x2+12x+3=0 —> X #X2 | e,
]) —2x2 4 3x+1=0 - XP#Xg [ e

Ejercicio 4: Despejar x en las siguientes ecuaciones:

2a+X X+1 a+5

a 2 b = az5h
) 2a-x )x—l a-5 ( )
x-3_(x-2)% 3_, =+ Lt _ 2
©) 5 T ox 2 X=-2 X+2 Xx+2

Ejercicio 5: Resolver y comprobar las soluciones (raices) de las siguientes igualdades:

2 1(1 3X+2 1-x X+2 3x
a —=X==|=- b =— Cc) X— =—+2
) xogx 5[3 Xj ) 7% 5 ) 4
1_1
1 1 1 e) 23 -1 n8 3 _2
d ==Z-= 1,1 ) = ==
X 3 2 x X 4x-5 3x
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Ejercicio 6: Resolver, pero antes pensar si se puede simplificar las expresiones siguientes:

2
2 , 1 3X+16X+5
a) = T x_1= by ———M— — —
) s X 73 X 1=0 ) %110
2 2
C) EX2—2X+§:O d) X 16:X +7x+12
5 8 16

Ejercicio 7: Resolver las siguientes ecuaciones y verificar la solucion obtenida en cada una de
ellas. Ademas, decir que tipo de soluciones y grado tienen las ecuaciones.

a) 33-4x=-24-7Tx b) 2(x+3) (x—1)-(2x+3) (x+4)=0

2
c) x*-x-2=0 d) 2 (x+3)+ 4(x+5)=6
e) x+12=15+4x-2 2
2. x 2 1 f) 4x“+9=0
9 S *t375%, h) 5x% +10x = 75
) (x-1) @x-1)=0 D (x+5)2=4

x(1+a)

Ejercicio 8: Hallar el valor de a de tal manera que la ecuacion +1=a-1, tenga como

a+1l
solucién x =3/4.

Ejercicio 9: Dada la ecuacién: x2 —10 x + k =0 . Hallar k y las raices de la ecuacién para los

siguientes casos:
a) Una de las raices es 7 b) Las dos raices son iguales

Ejercicio 10: Dada la ecuacién: x? +ax +14 =0 , una de las raices es 2. Hallar la otra raiz y el
valor de a.

Ejercicio 11: ¢Para qué valor de k la ecuacion:k x? — 2k x +1=0 admite raices reales
iguales? Luego, encontrar las raices de la ecuacion.

Ejercicio 12: Averiguar para que valor de k las ecuaciones cuadraticas tiene las raices
indicadas.

a) x> +24=kx-1 Si x;=X,=5
b) x> +kx-15=0 six;=-5y x,=3
¢) 3x*+2x-k =0 six;=-1y x,=13

Ejercicio 13: Escribir la ecuacion de segundo grado, si X; y X, son sus raices.
Ejercicio 14: La ecuacion cuadratica se distingue por tener el término x?, entonces

a) Si a=0 ¢existe la ecuacion de segundo grado?

b) Siaz0 y b =c=0,esdecir, ax?>=0 . ¢Es una ecuacion de segundo grado?
Justificar las respuestas en cada item.

Ejercicio 15: Sin resolver las ecuaciones determinar el caracter de sus raices:

a) 4x2 112x+9=0 b) 2x% —4x +1=0 ) x2 42x+6=0
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Ejercicio 16: a) Hallar la ecuacion cuadratica cuyas raices son nimeros opuestos a las de la

ecuacion 3x2-10x+2 =0 sin resolverla. b) Dada la ecuacion: x2 —10x +k =0 . Hallar k y
las raices de la ecuacion, si una de ellas es la inversa de la otra.

Ejercicio 17: Escribir la ecuacion de segundo grado conocidas sus raices:

a) raices reales iguales a 1 b) raices reales distintas: 3 y —3
c) raices reales distintas: -2 y 4

Ejercicio 18: Resolver los siguientes sistemas lineales:

2x+3y =1 = _y =
a) X+ 3y b) X+5y =13 c) /5x-y=3
-3x+3y=-9 Xx-y=7 2x+3y =8
—-x+Liy=-1 4x -8y = 12 4x —1=
d) Y e) X —gay f) X y
2x-y =-3 2y —x =3 2x -y =10 -2x
_ 1 3y _
) 3x+5y =31 h) x—2y =-1 i) zXx-3y=1
2x+3y =8 4y =5+ 2x 3y -x=-2
Ejercicio 19: Resolver los siguientes sistemas:
6 5
—+—=3
o [x=2ly - (x=y)] oy 1X Y
x+[x-(x-y)]=63 21 10
Xy
Ejercicio 20: Hallar el valor de k para que el sistema tenga la solucién indicada.
x—-16ky +5=0 10x+5ky =-9
Xo » =1,1.5 b =(=
S SR K B A AR ST

Ejercicio 21: Hallar dos nimeros naturales pares consecutivos sabiendo que la suma de sus
cuadrados es 100.

Ejercicio 22: Los lados de un rectangulo miden 1y 2 m. ¢Es posible aumentar ambos lados
con una misma cantidad para que el area se duplique?

Ejercicio 23: En un rombo de 8m de perimetro, una de las diagonales mide el doble de la otra.
¢ Cuanto mide su area en centimetros cuadrados?

Ejercicio 24: ¢Cual es el nUmero cuyo triple supera en 2 a su cuadrado?

Ejercicio 25: La suma de tres corrientes es de 12A (Amperes). Si la mas pequeiia es de 2A
menos que la siguiente, la que a su vez es 2A menos que la mayor. ¢Cuales son los valores
de las tres corrientes?

Ejercicio 26: La corriente eléctrica en una resistencia es tres veces mayor que en otra
resistencia. Si la suma de las corrientes es de 0.012A. Si el voltaje es constante, ¢cual es la
corriente en cada una de ellas?

Ejercicio 27: A un aficionado a los rompecabezas le preguntaron cuantos afios tenia. La

contestacion fue compleja: tomad 5 veces los afios que tenia hace de 3 afios, restadle 3 veces
los afios que tendré dentro 3 afos y resultara los afios que tengo ahora. ¢ Cuantos afios tiene?
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Ejercicio 28: Calcular cuanto miden los lados de una granja rectangular cuyo contorno es de
2100 centimetros y su superficie es de 26 metros cuadrados.

Ejercicio 29: Un hombre que rema a v Km/h cubre 8 Km en una hora cuando va a favor de la
corriente. Remando dos veces mas rapido cuando va en contra de la corriente, puede cubrir
solamente 7 Km en una hora. Hallar la velocidad original a la que remaba y la velocidad de la
corriente.

Ejercicio 30: En cierto circuito eléctrico hay una resistencia R de 2Q y un voltaje E de 60 V.
La relacién entre la corriente i (en Amperes), E y R est4d dada por la expresion:
i2R +iE =800 . cQué corriente i (i >0) fluye por el circuito?

Ejercicio 31: En electrénica la resistencia equivalente a la de dos resistencias conectadas en

paralelo estd dada por: L1_1 . 1 Dos resistencias conectadas en serie estd dada
Ri Ry
por:rR =R, +R, . Si dos resistencias conectadas en paralelo tienen una resistencia equivalente

3Q y ellas mismas en serie una resistencia equivalente a 16 Q . ¢ Cuéles son las resistencias?

Ejercicio 32: Si en una fraccion al numerador se la suma 2, la fraccién que se obtiene es igual

a % Por otro lado, si al denominador se le suma 1, la fracciébn que queda es igual %

Encontrar la fraccion.

Ejercicio 33: La suma de dos numeros enteros es igual a 100. Si dividimos uno por el otro. El
cociente nos da 3y el resto es 8. ¢ Puedes encontrar dichos nimeros?

Ejercicio 34: Juan para ingresar a la universidad debe rendir un examen tipo “test” que consta
de 20 preguntas. Por cada respuesta correcta obtiene 0.5 puntos y por cada respuesta
incorrecta 0 no contestada se le resta 0.25. Si luego de corregida la prueba obtuvo 7 puntos,
calcula cuantas respuestas correctas tuvo.

Ejercicio 35: Una maquina tiene una pieza rectangular cuya longitud es de 4 mm mayor que su
ancho. Si el area de dicha pieza es de 96 mm?. ¢ Cudles son las dimensiones de la pieza?

Ejercicio 36: Considerando la ecuacién de segundo grado 3x? =5(6x —15) ¢Cual de las
afirmaciones siguientes es verdadera?

A) La ecuacion no tiene raices reales. B) x :g y x =0son las raices.
C) Las raices son x = 5++/2 y X= 5-+2 D) x =5 esraiz doble.

Ejercicio 37: Dado el sistema {;;_45;__;. ¢Cual de los pares siguientes, es solucion del
sistema?

A) (x,y)=(1,3) B) (x.y)=0.-1)  ©(x,y)=B.-) D), y)=(-10)

Ejercicio 38: La edad de Gabriel es la tercera parte de la edad de Pedro. Dentro de 15 afios,
la edad de Pedro sera el doble de la de Gabriel disminuida en 3 afios. De los siguientes
sistema de ecuaciones, ¢ Cual utilizarias para calcular las edades de Gabriel y Pedro?

{sezsp c-P

> B) 3
P =(2G+15)-3 P+15=2(G +15)-3
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G=3P G-1p
NP +3-26+15 D) 3
Fesar P-15=2(G-15)+3

Ejercicio 39: a) La pureza del oro se mide en quilates, el oro puro es de 24 quilates. Otras
. . : 18
purezas se expresan como partes proporcionales de oro puro. Asi, oro de 18 quilates es EYR o

75% de oro puro; oro de 12 quilates es 50% de oro puro, y asi sucesivamente. ¢ Cuanto oro de
12 quilates debe ser mezclado, si es posible, con oro puro para obtener 60 gramos de 16
quilates?

Ejercicio 40: Sabiendo hay que un poligono convexo que tiene tantas diagonales como lados,
hallar el nimero de lados del poligono. Hacer un dibujo y verificar lo que obtuvo. (Ayuda: El

. . . . -3
numero de diagonales de un poligono convexo de n lados es igual a %) .

Ejercicio 41: Sea un triangulo equilatero de lado X, y un rectangulo de altura 3m cuya base
esta apoyada sobre uno de los lados del triangulo; ademés se sabe que tienen igual perimetro.
Calcular el area del rectangulo en centimetros.

Ejercicio 42: ¢Qué circulo duplica su area al aumentar su radio en 3 cm?

Ejercicio 43: Una vendedora comenta que no importa si vende un par de zapatos a $31 o dos
pares a $49, porque la ganancia resulta igual en cada venta. ¢Cuanto le cuesta un par de
zapatos a la vendedora y cual es su ganancia?

Ejercicio 44: En una tribu india utilizan conchas como monedas. Sabemos que tres espejos y
dos arcos cuestan 78 conchas y que cuatro espejos y un arco 54 conchas. ;Cémo averiguar
cuantas conchas hay que dar por cada arco.

Ejercicio 45: ¢Quedan determinadas las dimensiones de un terreno rectangular sabiendo que
su perimetro es de 300 m? ¢ Y si ademas se sabe que el largo excede al ancho en 20 m?

Ejercicio 46: La edad de un padre es el doble de la edad de su hijo, pero hace 18 afios la
quintuplicaba. Hallar las edades actuales del padre e hijo.

Ejercicio 47: Varias personas deben pagar solidariamente en partes iguales la suma de
$108000. Dos de ellas resultan insolventes y esto hace que la deuda de cada una de las
restantes aumente en $ 9000. Hallar el nimero de deudores.

Ejercicio 48: Dos grifos tardan en llenar un depésito de agua 3 horas. Sabiendo que el
segundo tarda 8 horas mas que el primero en llenar solo el deposito, hallar las horas que tarda
cada uno de los grifos en llenar el depdsito de agua.

Ejercicio 49: Victoria, Graciela e Irma deben repartirse $ 335 ahorrados para el viaje de fin de
afio, de modo que Victoria recibe $25 mas que Graciela, y Graciela $5 mas que Irma. ¢, Cuanto
le corresponde a cada una?

Ejercicio 50: Un competidor de una maratén el primer dia avanza % del circuito, el segundo

dia % y el tercer dia avanza 16 Km para llegar al punto de partida. Hallar el kilometraje del
circuito.

Ejercicio 51: Un hombre que va por la calle se encuentra con varios mendigos. Lleva cierta
cantidad de monedas y las quiere repartir en partes iguales. Dando a cada mendigo 25

centavos le faltan 10 centavos, y repartiendo a razén de 20 centavos por mendigo le sobran 25
centavos. Encuentra el nimero de mendigos y la cantidad de dinero que repartio.
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Ejercicio 52: La diferencia de dos nimeros menos 1 es igual al menor y la suma mas 22 es
igual al doble del mayor. Hallar dichos nimeros.

Ejercicio 53: Un avion, para ir de la ciudad de San Luis a la ciudad de Cérdoba (la distancia en
linea recta es aproximadamente 594Km) tarda 54 minutos y para volver tarda 66 minutos.
Suponiendo que el viento sopla con velocidad constante en la direcciéon y sentido de San Luis
a Cordoba. Encuentra la velocidad del avién en el supuesto que no sopla viento alguno y la
velocidad del viento en los vuelos expuestos.

Ejercicio 54: Un grifo llena un depdsito en dos horas. En el momento de llenarse, y sin cerrar
el grifo, se abre un desagiie que vacia el depésito en cuatro horas. ¢En cuanto tiempo se
vaciaria el depésito si se cerrara la fuente?

Ejercicio 55: Un laboratorio quimico tiene dos recipientes con soluciones diferentes. Uno
contiene una solucion al 10% de acido nitrico (HNO3) y el segundo al 30%. ¢, Cuantos litros de
cada solucion hay que mezclar para obtener 100 litros de una solucién cuya concentracion sea
del 25%?7?.
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CAPITULO

Expresiones
Algebraicas

En Espafa, donde la influencia &rabe fue muy importante, surgié el término
algebra, se utilizé para referirse al arte de restituir a su lugar los huesos dislocados y
por ello, el término algebrista hacia referencia a la persona que sabia arreglar las
dislocaciones (en El Quijote podemos encontrar estos términos en muchos de sus
capitulos).

El libro Kitab al-jabr wa al-muqgabalah, fue la obra mas importante del
matematico arabe Al-Khowarizmi, parte de su titulo dio nombre a toda una disciplina
matematica: el algebra. Al-jabr quiere decir algo asi como "restitucién”, que es lo que se
intenta hacer cuando se resuelve una ecuacion, restituir el valor de la incognita.

Con el &lgebra pasamos del nimero al simbolo, de lo particular a lo general. La
gran expresividad del lenguaje algebraico facilita la obtencién de relaciones, propiedades
y la resolucion de problemas.

Para trabajar eficazmente en matematicas debemos operar convenientemente
con expresiones algebraicas, de modo que se transformen las expresiones en otras
idénticas, pero mas faciles de manejar.

En este capitulo:

= Adquiriremos destrezas para conseguir identidades que resulten mas convenientes.

= Recordaremos las identidades notables: cuadrado de una suma, cuadrado de una
diferencia, diferencia de cuadrados.

= Recordaremos las operaciones con polinomios.

= Aprenderemos que las regla de Ruffini no sélo sirve para dividir un polinomio por
X —a, sino que también es Util para evaluar polinomios.

= Descompondremos los polinomios en factores cuando sus raices sean enteras.

= Aprenderemos que una fraccion algebraica es el cociente indicado de dos polinomios
y que se comportan de forma similar a las fracciones numéricas.

» La ejercitacion estara destinada a adquirir practica en el manejo y comprensién de la
factorizacién, de las operaciones con polinomios y de las operaciones con
expresiones algebraicas fraccionarias.

Repasemos algunos conceptos basicos:

Variables o indeterminadas: se llaman asi las letras que se utilizan en los polinomios,
usaremos fundamentalmente una X, si necesitamos mas usaremos:y, z, t...
Constantes: son nimeros o expresiones que representan nimeros y acompafian a las
variables, para ellas se usan las primeras letras del alfabeto: a, b, c...

Monomios son expresiones algebraicas en las que las variables estan multiplicadas
entre si y/o por constantes.
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. 1
Ejemplos: x2y; §x3; —ngyzz; 2at2; -5x
La constante del monomio se llama coeficiente; en los ejemplos anteriores, son

coeficientes: 1, 1/3, —+/5, 2a, -5, respectivamente. La, o las variables, de un monomio

se la llama parte literal del monomio. El grado de un monomio esté dado por el nimero
de factores literales y se obtiene sumando los exponentes a los que estan elevadas las

variables; asi:
x2y es de grado 3 o tercer grado
1.3
3 X es de tercer grado
—5xyz? es de cuarto grado
2at? es de segundo grado
-5x es de primer grado

Las constantes son monomios de grado cero, sea k cualquier constante, luego:
k =k.1=kx?.

Dos monomios del mismo grado, con las mismas variables elevadas a las mismas
potencias, son semejantes

. . 1 . -
Asi, los monomios 3x2y3 y —Exzy3 son semejantes, también lo son 2x° y

ax® . No son semejantes a estos Ultimos ninguno de los anteriores, a pesar que todos

tienen igual grado.
Es inmediato sumar o restar monomios semejantes:

2x3 +4x3 = (2+4)x® = 6x3 7x* —3x* = (7-3)x* = 4x*

La suma de monomios no semejantes, por ejemplo: 5x + 3x? nunca es otro monomio, en
este caso particular la suma nos da un binomio.

Un binomio es la suma de dos monomios no semejantes, un trinomio, de tres y en
general, un polinomio es la suma algebraica de cualquier nimero de monomios no
semejantes (en particular, un monomio también es polinomio).

3.1 Polinomios

Ejemplos:
a) 3xy2—2x2y+y b) X% +3x2 -3x+2

En adelante, trabajaremos solamente con polinomios en una sola variable, como el
polinomio del ejemplo b). Este polinomio es suma de cuatro monomios no semejantes:
X2, 3x2, —3x y 2. Los coeficientes de estos monomios, llamados también coeficientes del
polinomio, son 1, 3, -3 y 2. Los grados de estos monomios son 5, 2, 1 y O
respectivamente.

El grado del polinomio es el mayor de los grados de los monomios que lo forman. En
este caso el polinomio es de quinto grado.
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En forma general:

Un polinomio en una variable real es una expresion algebraica de la forma:
P(x)=anx" +ap_x"ra, ox" 2+ +axt+ag

donde ag,aq,...a5_2.,8,_1,8, Son constantes, llamadas coeficientes del polinomio,

n > 0 es un nimero entero y x es la variable.

Si a, =0, es éste el coeficiente principal y n es el grado del polinomio.

A los monomios sumandos de un polinomio se los llama términos del polinomio.

Algunos ejemplos:

A(x)=3x2 +x-1; B(x):x4 —7x3 +%x; C(x)=nx+§’/§; D(x) =-28;

E(x)=0

A(x), C(x), D(x) y E(x) son polinomios completos porque estan todas las potencias
decrecientes de x. B(x), es un polinomio incompleto porque faltan los términos de

segundo y de cero grado, B(x) se puede completar agregando los términos que faltan
con coeficientes iguales a cero:

B(x):x4—7x3+0x2+%x+0

El polinomio A(x) es de segundo grado, los coeficientes son: 3, 1 y —1; y el coeficiente
principal es 3. En B(x), los coeficientes son 1, -7, 0, % 0; el coeficiente principal es 1y el

polinomio es de cuarto grado, C(x) es un polinomio de primer grado, con coeficientes r,

2 y el coeficiente principal es n, D(x) es un polinomio de grado cero, tiene un Gnico
coeficiente, que es también coeficiente principal: -28 y por dltimo E(x) es el polinomio
cero, que es el unico polinomio al cual no se le asigna grado, ya que no tiene ningun
coeficiente distinto de cero, puesto que cero puede considerarse como:

0=0x+0=0x%2+0x+0=0x3+0x%2+0x+0=...

Los ejemplos anteriores nos muestran el siguiente resultado general:

Todo polinomio de grado n tiene n + 1 coeficientes

3.2 Operaciones con polinomios

De aqui en adelante podremos observar la gran similitud que existe entre las
operaciones con polinomios y las operaciones con nimeros enteros.

3.2.1 Sumay resta

Para sumar dos 0 méas polinomios se agrupan los monomios semejantes. A la resta de
dos polinomios la transformamos en suma, sumando al minuendo el opuesto del
sustraendo.

Ejemplo: Sumar y restar los siguientes polinomios:

P(x):3x4+%x3—4x2+%x+1 Q(x)=x4—x3+3x—5
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La forma préactica de sumar o restar es ubicando los polinomios uno debajo del otro, de
manera que los términos semejantes queden en columna:

Suma:
P(x)=3x*+=x3-4x? + =x+1
Q(x)= x*- x3 +3x -5

4 1.3 2 7
P(x)+Q(x) = 4x —5X - 4x +EX_4
Resta:

P(x)=3x%+= 4x% +=x+1
—Q(x) =—x*+ x3 -3x +5
P(x)-Q(x)=2x* +=x3 -4x2 -2x+6

EJERCICIOS

1.-Sean P(x)=x%-2x3+3x+3, Q(x)=3x3+5x?>-11 y R(x)=0

Determinar:  a) el grado de cada polinomio y sus respectivos coeficientes.

b) S(x)=P(x)+Q(x)
c) T(x)=P(x)-Q(x)
d) U(x) =P(x)+R(x

d

+R(x)
e) el grado de S(x), de T(x) y de U(x)
2.- Calcular los valores de a, b, c y d para que se cumpla:
a) (’Sx2 —4x3 +2x —5)+(4+ax +bx? +cx3 +dx4)= 5x% —3x% +x -9
b) (3x2 -6x° +7x3 —7x)—(dx5 +7x% +cx? + bx +a): 2x2 - x +3

3.- Efectuar las operaciones indicadas y reducir la expresion resultante:

a) 3(x3 —5x+7)—4(x3 4 5x2 +10x—1) b) 8[3(x4+ 2) . 3x2+5 _1}

3.2.2 Multiplicacion

Necesitamos previamente repasar:

El producto de dos monomios es otro monomio con coeficiente igual al producto de los
coeficientes de los factores y el grado es suma de los grados de los factores

Ejemplos:

3.(_2x2)=—10x5 Zx-8x =12x2
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En la multiplicacién de un polinomio por un monomio, aplicamos la propiedad
distributiva del producto respecto a la suma:

3x3 —lx2 +5x -2 -lx2 :Ex5 —ix4 +EX3 ~x2
5 2 2 10 2

Ahora si, estamos en condiciones de multiplicar polinomios y lo hacemos aplicando
reiteradamente la propiedad distributiva, es decir, se multiplica cada término de uno por
cada término del otro, asi por ejemplo:

(2x2 —x+5)(x+2)=2x2(x+2)—x(x+2)+5(x+2)=
=2x3 +4x% —x? - 2x +5x +10 = 2x3 +3x2 +3x +10

Una manera practica de realizar la multiplicacion de polinomios, efectuando los célculos
de manera ordenada y segura, es la siguiente:

Recuerda dejar un espacio
cuando falta el monomio ox4 _5y3 _2x+13
de grado intermedio.

X X2 —x+2
2x8 — 5x° — 2x3 4 3x?
2x® + 5x4 + 2x% - 3x
ax* — 10%° — 4x +6
2x8 — 7x5 4+ ox?* - 12x® + 5x%2 - 7x +6

3.2.3 Identidades Notables

Estas identidades son importantes, las encontramos frecuentemente en los célculos,
por ello, se acostumbra llamarlas notables

¢ Cuadrado de un binomio

(a+b)® =(a+b)(@a+b)=al@a+b)+b@a+b)=a’+ab+ba+b? =a?+2ab+b?

(a-b)2 =a? - 2ab +b?
¢ Cubo de un binomio

(@a+b)® =(a+b)? (a+b)= (az +2ab+b2)(a+ b)=a?(a+b)+2ab(a+b)+b?(a+b)=

=a® +a’b+2a%b+2ab? +b2a+b3 = a +3a’b+3ab? + b3
¢ Suma por diferencia

(a+b)(a-b)=ala-b)+b(a—-b)=a? —ab+ba-b? =a? —b?

(a+b)? =a +2ab +b?
(atb)® =a®+3a%b+3ab? +b°

a’ -b? =(a+b)a-b)

Para recordar
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Las identidades notables son utiles en la factorizacidon de polinomios, sirven para
transformar una expresion algebraica en otra méas sencilla, por ejemplo:

(x+3)7 —(x—12 = (x? + 6x+9)— [x2 ~2x+1) = 6x + 9+ 2x ~ 1= 8x ~8 = 8(x + 1)

la expresion final 8(x +1) es mas sencilla que la dada inicialmente y es idéntica a ella,
luego, podemos sustituir la primera expresion por la Gltima y el cambio es ventajoso.

Més ejemplos:

. x2 —12x +36 = (x — 6
3
. (2ax2 +5) =8a°x°® + 60a°x” +150ax? +125
. ox® -1 _[ax3_L)(ax3,1
4 2 2
EJERCICIOS

1.- Calcular:
a)(x2 +x+1)(x—4) b) (Zx3 —x+1)(x2 +x—1) c)(2x3 -3x2 +5x—2)(x2 —x—2)

2.- Si el polinomio A(x) es de tercer grado y B(x) es de segundo grado, ¢cudl es el
grado de A(x) - B(x)?-

3.- Completar la siguiente multiplicacion:

XS+ x4+
X __
x 2 14x -
_x3 + 7%+ _ X
2x% + 3x%2 - 8x - 12

4.- Desarrollar las siguientes expresiones:

1)? 1)
a) (Zx - 2} b) (Zx - 2) c) (3x-2) (3x +2)
2
d) (x+ﬁ)(x—ﬁ) e) (x2+25)(x2—25) f) (—§x3—3j

5.- Factorear (es decir, expresar como producto):

a) X% —6X +9 b) 16x° — 49 c) x? -3

d) x3-3x%2 +3x -1 e)i—x2 f) £+x+x2

25 4
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3.2.4 Divisioén

Comenzamos dividiendo monomios:

El cociente de dos monomios, uno de grado m y otro de grado n, con m >n, es otro
monomio, cuyo grado es la diferencia de los grados y el coeficiente se obtiene dividiendo los
coeficientes de los monomios dados, es decir:

a m-
ax™ : bx" :Exm n

Ejemplos:
3x8 : 2x2 =§x4 (—8x4): 4x3 = —2x (— 3x5): [—§x5j=2
2 2

Recordemos como se procede en la divisién de dos polinomios realizando un ejemplo.

Ejemplo 1 Dividir:
P(x)=2x3 —x+5x*+1 por Q(x)=x2-2x-3

para ello ubicamos los polinomios como sigue:

5x% +2x3 +0x2 - x +1 | x2 —2x -3
~5x% +10x°3 +15x2 §X424r§24<zt§9
cociente

12x3 +15x2 — x
~12x3 +24x2 + 36x

39x2 +35x +1
—39x2 +78x + 117

}x+4138

resto
Pasos realizados

1. Ordenamos segun las potencias decrecientes el dividendo y el divisor. Completamos
el dividendo.

2. Para calcular el primer término del cociente, dividimos el término de mayor grado del
dividendo por el término de mayor grado del divisor:

5x% +x?=5x2
3. El producto de 5x 2 por Q(x) (divisor), se coloca bajo el dividendo y se resta.

El primer resto parcial es 12x3 +15x2, bajamos el término: —x, a partir de aqui
procedemos a repetir lo realizado en 2 y 3.

5. Detenemos el proceso cuando el grado del resto es menor que el grado del divisor.
En nuestro ejemplo tenemos:

C(x)=5x%+12x+39 y R(x)=113x+118

En la divisién anterior, hemos dividido dos polinomios: el dividendo P(x) y el divisor
Q(x), obteniendo dos polinomios: el cociente C(x) y el resto R(x). Luego, aplicando la
definicion de cociente, tenemos:
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P(x) Q(x) dedonde P(x)=0Q(x)-C(x)+R(x)

R(x) C(x)
0 bien, dividiendo ambos miembros de la igualdad anterior por Q(x):

m — C(X) + w
Q(x) Q(x)

Una cuestion importante para recordar es que el resto R(x), es un polinomio de grado
menor que el grado del divisor Q(x), 0 es cero. Segun esto, el resultado de la division en
general no es un polinomio. Veamos esta afirmacion aplicandolé en el Ejemplo 1:

113x +118

4 3
P(X):SX ;ZX X+1:5x2+12x+39+2— Q)
Q(x) X% -2x-3 X —2x -3

Observando la expresion (1), vemos que el grado del cociente es la diferencia de los
grados del numerador y del denominador, el grado del resto es menor que el del
denominador. El tltimo término es una expresion racional que se suma al cociente, luego
(1) no es un polinomio.

A la divisién entre polinomios, se le llama division entera, cuando el resto es distinto de
cero.

Cuando el resto es cero, la division es exacta.

La siguiente es una divisién exacta
(6x5 +7x3 —12x% + 2x-8): (3x2 + 2)
el cociente es el polinomio 2x3 + x4 y es resto es cero, por lo tanto

6x° +7x% —12x%2 +2x -8

> =2x3 +x-4
3x° +2

Podemos afirmar que:

Cuando la divisién es exacta, el cociente es un polinomio

EJERCICIOS

1.- En una division de polinomios, el dividendo es de cuarto grado y el divisor de
segundo grado.
a) ¢ Cual es el grado del cociente?. b) ¢Qué puede decir del grado del resto?.

2.- Calcular las siguientes divisiones

2 2
a) 5x +7 b)X +X+5 c) 5x 4
5x x% +x+1 x+1
d) x* +3x%+2x+3 e) 2x% —x +14
X2 —4x +1 X +2
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3.- ¢ Cuanto deben valer m y n para que la siguiente division:

(X4—X3 +5x2+mx+n)+(x2+3x—1)

a) sea exacta?. b) tenga resto %x -37

3.2.4.1 Division de un polinomio por x-a

Los polinomios, en similitud con los ndmeros enteros, se pueden descomponer en
producto de factores, luego, cada uno de esos factores divide al polinomio exactamente.
El problema que se nos presenta es determinar esos factores, es decir:

Tenemos el polinomio P(x); ¢Existird algin polinomio distinto de él mismo y de 1 tal que
pueda dividirlo de modo que la division sea exacta?

Esta pregunta es dificil de responder en el caso general. Comenzaremos la basqueda de
esos divisores considerando polinomios especialmente simples, como son los de la

forma x —a. Para efectuar divisiones de este tipo disponemos de un recurso practico y
cémodo conocido como la:

3.2.4.2 Reglade Ruffini

La recordamos aplicandola en una divisién:

Ejemplo 1: Dividir el polinomio 3x% - 2x3% +5x -1 por x—2 usando la regla de

Ruffini.
3 -2 0 5 -1
2 6 8 16 42
3 4 8 21 41 Regto
- J
—

Coeficientes del cociente

Los pasos seguidos son los siguientes:

1. En la primera fila del cuadro anterior se colocan los coeficientes del polinomio
completo y ordenado segun las potencias decrecientes de X.

2. Enla segunda fila, a la izquierda se escribe a, en este caso, 2

3. En la tercer fila, se baja el coeficiente del término de mayor grado: 3 (éste sera el
coeficiente del 1° término del cociente).

4. Los otros numeros de la 2° y 3° fila se van obteniendo de la siguiente manera:
multiplicamos, 2-3 = 6 que va debajo del coeficiente del 2° término y en la 2° fila y

luego se suman, es decir, (-2)+2-3=4. Asi obtenemos el 2° coeficiente del
cociente, ubicado en la 3° fila.

67



UNSL Facultad de Ciencias Fisico, Matematicas y Naturales

2-4+0=8
5. Reiteramos el proceso: 2-8+5=21 hasta terminar.
2-21+(-1) =41

6. Este dltimo numero: 41, es el resto de la division (naturalmente nos tenia que dar un
namero porque el resto es siempre de menor grado que el divisor, por lo tanto, en
nuestro caso el grado del resto debe ser 0.

7. Ahora podemos armar el resultado de la division, el grado de éste es una unidad
menor que el grado del dividendo puesto que estamos dividiendo por un polinomio

de 1° grado: por lo que el cociente es: C(x) = 3x3 +4x°% +8x + 21 y r=41

Observaciéon: La Regla de Ruffini la podemos aplicar s6lo cuando dividimos un
polinomio P(x) por otro de la forma x-a, el cociente C(x) obtenido, es un polinomio

de grado menor en una unidad al de P(x) y el resto r es una constante.
Al dividendo de la division podemos escribirlo asi:
3x% —2x® +5x 1= (x - 2)[3x® + 4x2 + 8x + 21)+ 41

dividiendo ambos miembros de la expresion anterior por (x —2), podemos expresar el
cociente:

4 5,3 B
3x 2x” +5X 1:3x3+4x2+8x+21+ 41
X—-2 X—-2

observamos que el cociente anterior no es un polinomio

En una division exacta el Ultimo término no aparece porque el resto es cero, entonces, en
este caso, el cociente nos da un polinomio.

Veamos el caso donde la divisién es exacta:

Ejemplo 2: (x3+4x2+16x+39)+ (x +3)
1 4 16 39
-3 -3 -3 -39
1 1 13 0
C(x)=x%+x+13 r=0

Analizando los coeficientes obtenidos podemos extraer otras consecuencias importantes:

Observamos que para que la division sea exacta deben ser iguales y de signos
opuestos, el término independiente del dividendo, 39 y el producto (—3) -13=-39.

Esto es: 39 es mdltiplo de (-3).
Luego, podemos enunciar, algo parecido a un criterio de divisibilidad de polinomios:

Si un polinomio tiene coeficientes enteros, para que sea divisible por x—-a es
necesario que su término independiente sea multiplo de a
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Por lo tanto: para determinar expresiones x—a que sean divisores de un polinomio con

coeficientes enteros, se deben asignar valores al nimero a que dividan al término
independiente.

Apliguemos este resultado para encontrar los divisores del polinomio x
El término independiente es -2, sus divisores son: 1, -1, 2y —2.
Probemos, por ejemplo, con a =1y dividamos por x —1 usando la regla de Ruffini:

2ix-2

1 1 -2

como el resto es cero, la divisién es exacta, luego, x2

cociente puede ser expresado como sigue:

+X—2 es divisible por x-1y el

X% +x-2

=x+2 ‘ Zix-2=(x-1).(x+2
1 X + 6 X“ + X (x-1).(x+2)

EJERCICIOS
1.- Usar la regla de Ruffini para determinar el cociente y el resto de las siguientes
divisiones:
a) (x3—2x2+7x—4)+(x—2) b) (6x3—x+x4—10)+(x+3)
c) (x4 +x3 4+ x2 +x+1)+ (x +1) dy [ Ly _2,3.552 2, 3)+[x+2
2 3 6 3 3

2.- ¢Cuanto debe valer m para que al dividir x3 —2x2 + mx —15 por x —3 la division
sea exacta?.

7.3 Valor de un polinomio para x=a

El valor numérico de un polinomio P(x) para x =a es el nUmero que se obtiene al
sustituir x por a en P(x) y lo designamos porP(a).

Por ejemplo, si P(x)=2x3 —4x? - x +7

¢ Para x=2 obtenemos P(2)=2.2%-4.22_-247=5, es decir, el valor del
polinomio P(x) en x=2 es 5.

¢ Para x=-1 obtenemos P(-1)=2-(-1°-4.(-1)? —-(-)+7=2

Efectuemos ahora las divisiones: P(x)+(x-2) y P(x)+(x+1)
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2 4 -1 7 s 4 A 7
2 4 0 2 1 2 5 5
2 0 -1 5 | =¢ 2 6 5 2 -

los restos ry r' coinciden con P(2) y P(-1), respectivamente.
Estos resultados no son casuales, seglin demostraremaos a continuacion:

3.4 Teorema del resto

El resto de la division de un polinomio P(x) por (x-a) es igual al valor numérico del

polinomio cuando x =a, es decir:
r=P(a)

Antes de abocarnos a la demostracion, es necesario comprender lo que nos dice el
teorema:

+ Si dividimos el polinomio P(x) por (x —a) obtenemos, ademéas de un cociente, un
restor.
¢ Si calculamos el valor numérico del polinomio P(x) cuando x = a, obtenemos un

nGmero al que llamamos P(a). El teorema nos asegura que r es igual a P(a).
Demostracion
Sabemos que:  P(x)=(x-a)-C(x)+r
en la igualdad anterior sustituimos x por a, obtenemos:
P@)=(a-a)-Cla)+r=0-Cla)+r=r
luego P(a): r, que es lo que queriamos probar. B
Ejemplo 1 ¢Cudl es el resto de la division de  P(x)=2x* —-10x?> -7 por x+3?
r=P(-3)=2.(-3)*-10-(-3)? -7=2-81-10-9-7=162-90 -7 = 65
entonces el resto es 65.
Una aplicacion inmediata e interesante del teorema del resto es la posibilidad de

determinar, con célculos sencillos, cuando un polinomio es divisible por otro de la forma
x —a, lo que traducido a lenguaje matematico es:

P(x) es divisible por x—a siysolosi r =0

Ejemplo 2 ¢El polinomio x? —10x2 +9 es divisible por x+37?

El resto de la division es:
r=P(-3)=(-3)*-10-(-3> +9=81-90+9=0

por lo tanto la respuesta es afirmativa.
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EJERCICIOS
1.- Calcular el valor numérico del polinomio 5x4 —6x2 +2x +3 para:

a) x=1 b) x=0 c) x=2 d) x=-1 e)x:ﬁ
2.- Calcular sin dividir, el resto de las divisiones que siguen:

a) (2x5—3x2+4x—9)+(x+2) c) (x3+8)+(x—2)
b)(x3—8)+(x—2) d) (x7+x5+x3+x+1)+(x+l)
3.- a) Calcular el cociente y el resto de la division
(xs - 7x3 - 3x2 —8x—3)+ (x-3)

b) Segun el resultado encontrado, ¢puedes escribir el polinomio dividendo como
producto de dos factores?...si tu respuesta es afirmativa...escribelo!

3.5 Raices de un polinomio

Un nGmero real a_es raiz del polinomio P(x) si a_es solucién de la ecuacion:
P(x)=0 (1)

Esta definicion nos dice que si reemplazamos en el polinomio a la indeterminada x por a,
ésta verifica la ecuacion (1), es decir: P(a)=0.
Obtenemos asi, una consecuencia importante:

Siaesraiz de P(x) entonces el polinomio P(x) es divisible por x —a, por lo tanto a
P(x) podemos expresarlo de la forma:

()= (x-a) - Cx)

donde C(x) es el cociente de dividir a P(x) por (x—a).

Un ejemplo nos dejard mas clara esta conclusion.

Ejemplo ¢Es 2 raiz del polinomio P(x)=2x3 —2x? - 28x + 48 ?
Respondemos a esta pregunta, calculando:

P(2)=2-2%-2.22 -28.2+48=16-8-56+48 =0

Como P(2)=0, 2 es raiz de P(x), por lo tanto P(x) es divisible por x —2.
Con la Regla de Ruffini determinamos el polinomio C(x) dividiendo P(x) por x-2:

2 2 28 48
2 4 4 48
2 2 24 0
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C(x)=2x2% +2x 24
luego P(x)=(x-2) (sz +2X - 24) 1)

A P(x) lo tenemos expresado como producto de dos polinomios, uno de 1° grado: (x — 2)

por otro de 2° grado: 2x2 +2x - 24,
De igual manera, podemos analizar si es posible encontrar un factor (x - a) que divida al

polinomio C(x) = 2x? +2x - 24.
El término independiente, 24, es multiplo de 3. ¢ Sera 3 una raiz?.

C(3)=2-324+2.3-24=18+6-24=0

como, efectivamente 3 es raiz, C(x) es divisible por x —3 y aplicamos nuevamente la
Regla de Ruffini para determinar el polinomio cociente Cl(x)

2 2 -24
3 6 24
2 8 0
luego Ci(x)=2x+8 porlotanto  C(x)=(x-3)(2x +8)

Reemplazando este ultimo resultado en la expresién (1) de P(x), nos queda
P(x): (x - 2) (x —3) (2x +8)

extrayendo el factor comun 2 del Ultimo paréntesis resulta:

P(x): 2(x—2) (x—3) (x+4)

Es decir, hemos logrado una factorizacién completa de P(x).

Observacién: El grado de P(x) es 3y tiene 3 raices. En general, se cumple:

Si el polinomio P(x) es de grado n entonces tiene como maximo n raices.

3.5.1 Factor comun

En el polinomio C(x)=2x+8, el nimero 2 divide a cada término, entonces pudimos

extraerlo como factor comun, es decir
C(x) = 2(x + 4)

Esta “extraccion” que la hicimos casi al finalizar la factorizacion de P(x), la podriamos

haber realizado antes, mas aun, en el futuro, cada vez que tengamos que factorear un
polinomio, es conveniente primero extraer todos los factores comunes y luego continuar
con su factorizacion.
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Analicemos nuevamente al polinomio:
P(x)=2x3 —2x? —28x + 48

Observando los coeficientes notamos que son todos mudltiplos de 2, asi, 2 es factor
comun:

P(x) = 2(x® - x2 —14x + 24)
Luego continuamos con su factorizacién y debemos obtener:

P(x)=2(x-2) (x-3) (x+4)

Ejemplos En las siguientes expresiones, extraer todos los factores comunes:

o 6a%b-8abc +4a%b3c? =2ab (3a2 —4c+2ab2c2)

Recuerda: aplicando la
o 2x6 _EX“ Lox3 = 2x3[x3 _lx +1j propiedad distributiva
5 5 volvemos a la expresion que
o 4x° —36x% = 4x4(x -9) teniamos al principio.

3.5.2 Factorizacion de Polinomios

En este punto, son dos los interrogantes importantes que debemos plantearnos antes de
desarrollarlo:

¢ ¢ Qué es factorear un polinomio? y
¢ ¢Como lo hacemos?.

La primera pregunta es probable que la recordemos:
» Factorear o factorizar un polinomio es expresarlo como producto de factores.

Responder la segunda no es tan inmediata. Es natural suponer que los Ultimos temas
desarrollados nos dan las herramientas que necesitamos. Volvamos al ejemplo analizado
anteriormente:

Al polinomio P(x) lo factorizamos totalmente y llegamos a lo siguiente:

P(x)=2x3 —2x2 —28x + 48 = 2(x - 2) (x - 3) (x + 4)

Detengadmonos un instante a analizar la expresion factorizada del polinomio:

v' El nimero 2 es igual al coeficiente principal del polinomio o el coeficiente del término
de mayor grado.

v Los términos independientes de cada uno de los factores de primer grado,
cambiados de signo, 2, 3 y —4, son justamente las raices de P(x).

Esta forma de factorear el polinomio P(x) es en realidad un caso particular del siguiente
resultado general:

: . . . n n-1 :
Si 1,1, A 1, son raices del polinomio P(x)=a_x"+a__x""'+..+ax+a,, esdecir,

si se verifica:
P(r;)=0 ; P(r,)=0 ;A ;P(r,)=0
entonces el polinomio se puede escribir de la forma:

P(x)=a, (x—ry)Jx —r5)A (x -1y

llamada descomposicion factorial del polinomio.-
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» Ahora, ya estamos en condiciones de contestar el segundo interrogante. Vamos a
factorear utilizando todo lo aprendido, los siguientes polinomios:

Ejemplos
A(x) = x> —9x3 B(x) = x2 —8x +16 D(x) = x* -1
E(x)=2x® -9x% —-6x+5 F(x)=x> +x% -5x3 + x? —6x

El primer paso a seguir (siempre que sea posible) es:
1. Sacar factor comun

Observamos que, los polinomios A(x) y F(x) tienen factor comun, por lo tanto los
extraemos:

A(Xx) = x> —ox3 = xs(x2 —9)
F(x)=x5+x4 —5x3 +x2 —6x = x(x* +x3 —5x? + x - 6)

2. Como no quedan totalmente factorizados los polinomios, utilizamos las igualdades
notables y/o el método de las raices:

Podemos continuar factorizando al polinomio A(x), utilizando las igualdades

notables: (x2 - 9) es una diferencia de cuadrados, por lo tanto:

A(X) = x> —ox3 = x3(x2 —9): x3(x -3)(x+3)
A(x) queda asi totalmente factorizado.

Los polinomios B(x) y C(x) son igualdades notables: cuadrado de un binomio y

diferencia de cuadrados, respectivamente. Aplicando estos recursos logramos sus
factorizaciones:

B(x) = x% —8x +16 = (x —4)?
c(x)=x* —lz(x2 +1)(x2 —1):(x2 +1)(x—1)(x +1)

En los polinomios E(x) y F(x)=x(x4+x3—5x2+x—6), no es posible usar
ninguna igualdad notable. Para lograr su factorizacion, utilizaremos el método de las
raices, procediendo como sigue:

Consideremos primero el polinomio F(x)
Antes, sacamos el factor comun x (esto significa que 0 es una raiz de F(x)), quedando
expresado:

FOO = X034 337458 8¢ §) =% Qulx) ()
Qu(x)

Ahora factoreamos a Q1(x). El término independiente de Q;(x) es - 6, cuyos divisores
son: 1,-1,2,-2,3,-3,6y-6. ;Cudles de ellos son raices de Q;(x)?

Probamos: Qy(1)=-8#0 1 no es raiz
Ql(— 1): -12#0 -1 no esraiz
Q(2)=0 2 es raiz

por lo tanto, dividimos a Q;(x) por x -2
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Q,(x)=x3+3x% +x+3

luego, Qi(x)=(x-2) (x3 +3x2 +x+ 3): (x - 2)Q,(x) )

repetimos el proceso con Qz(x), los divisores de 3 son: 1, -1, 3 y -3, probamos
directamente con 3 y —3 (ya sabemos que 1y —1 no son raices).

Q,(3)=600 3 no es raiz
Q,(-3)=0 -3 es raiz

dividimos Q,(x) por x +3

Qz(x)=x%+1
luego:

Qo (x) = (x+3) Qg (x) = (x + 3)(x2 +1)
reemplazando en (2) obtenemos:
Qi(x)=(x-2) (x3 +3x% +x+ 3): (x =2)Qa(x) = (x = 2)(x +3)Qz(x) = (x = 2)(x + 3)(x2 +1)

aqui paramos el proceso, porque Qg3 (x): x? +1 no tiene raices reales (notemos que
Q3 es la suma de dos cantidades siempre positivas, luego para todo x eR nunca es
cero), luego reemplazando la Ultima expresion de Ql(x) en (1) obtenemos:

x° + x4 -5x3 +x2 —6x = x(x—2) (x+3) (x2 +1)
que es la factorizacion completa del polinomio F(x)= x> + x4 —5x3 + x2 —6x
Factorizamos ahora al polinomio: E(x)=2x3 —9x? —6x +5

El término independiente es 5, sus divisores son: 1, -1, 5y -5

Calculemos:
E@)=-8 1 no es raiz

E(-)=0 -1 es raiz
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Dividimos E(x) por x +1 2 9 -6 5
-1 -2 11 -5
2 .11 5 0

Q(x)=2x% -11x +5
luego: E(x) = (x +1)(2x2 —11x+5)

ahora factorizamos: 2x2 —11x + 5. Tenemos dos opciones: repetimos el procedimiento
anterior o, como es un polinomio de 2° grado, podemos usar la férmula para determinar
sus raices:

11+/121-40 11+./81 11+9
4 4 4

X12 =
en consecuencia, las raices son:
X1=5, Xo = 1
1 X2 =5
porlo tanto Q(x)=2x2 —11x +5 = 2(x — 5)(x —%)

luego:

E(x)=2x> —9x? - 6x +5=2(x +1) (X—S)[X_;j

quedando totalmente factorizado E(x).
Resumiendo

¢ Determinamos alguna raiz entera de P(x) probando con los divisores del término
independiente, por ejemplo a.

¢ Efectuamos la divisién de P(x) por x —a determinando otro polinomio Q(x) tal que:

P(x)=(x -a)Q(x)

¢ Repetimos el proceso con Q(x) y asi seguimos hasta que obtenemos un polinomio
que no se pueda descomponer y asi tenemos la factorizaciéon de P(x)

Nota: si un polinomio de grado n tiene al menos n-2 raices enteras, es facil
factorizarlo, de lo contrario es mucho mas complicada su factorizacion.

Con todo lo que hemos aprendido, ademéas de factorizar, también podemos construir
polinomios con caracteristicas que nos convengan. Por ejemplo:

¢ Solo con raices enteras: (x +2) (x —3) (x +5) = x3 + 4x2 —11x - 30

¢ Solo con raices fraccionarias: 12(x + %) [x - %) (x - %) =12x3 —4x%2 —3x+2

¢ Con raices enteras y fraccionarias: 5(x —1) (x +1) (x —gj —5x3 -3x% -5x +3

¢ Sinraices reales:
(XZ +l) (x2 +2x+4): x4 +2x3 +5x2 +2X+4
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EJERCICIOS

1.- Sin calcular, razona porqué 2 y 3 no son raices del polinomio 2x4 +x2 —x+11

2.- a) Razonar porqué x-1, x+1, x+2 , x-2, Xx+4 , x-—4 son posibles
divisores de  x3 —x? —4x + 4

b) ¢Porqué x + 3 no puede serlo?.
c¢) Factorear el polinomio dado.

3.- Factorear:

a) x3 +6x% —x-30 d) x3+8
b) 4x5 - 44x3 + 40x e) 3x° -3
c) 2x3 —3x2 - 8x +12 f) x*-16

4.- Escribir un polinomio:

a) con raices -2, 3y-5 b) de cuarto grado con raices -2, 3y -5.

3.6 EXPRESIONES ALGEBRAICAS FRACCIONARIAS

Una expresion algebraica fraccionaria o expresion algebraica racional es el cociente de
dos polinomios, es decir: ggxg vx eR tal que Q(x)#0
X
Ejemplo 1
2
a) X ; b) 1 ; 9 X 2x+5; d) 8x -7
x> -3 x-1 x> +5x —10 3

Las expresiones algebraicas racionales son, en muchos aspectos, muy semejantes, a lo
nameros fraccionarios (numeros racionales). Asi por ejemplo en (&) x es el

numerador y x? —3 es el denominador de la expresion algebraica.

Cuando el numerador y el denominador de una expresion racional no tienen factores en
comun (excepto 1y —1) decimos que es irreducible.

Las expresiones del ejemplo 1 son todas irreducibles.
Reducimos la expresion racional a su minima expresion factorizando completamente el
numerador y el denominador, simplificando los factores comunes, por ejemplo:

Ejemplo 2
x2 -1 (x-1)(x+1) x+1

a) 2 = =
x2-6x+5 (x-1)(x-5) x-5

b) x° —8x2 _ xz(x3—8) :xz(x—2)(x2+2x+4):x2+2x+4
x4 +x3 —6x? xz(x2+x—6) x2(x-2) (x +3) X+3
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P(x) |, R(x)

Dos fracciones algebraicas ——< —
¢ o) ¥ sk

P(x)-S(x) = R(x)-Q(x)

son equivalentes si y sélo si:

., x2 -1 . X+1
La expresion: > es equivalente a ,
X —6Xx+5 X—=95
., x® —8x? x2 +2x + 4
también lo es: 3 2 con _—
x% +x° - 6x X+3

porgue estas expresiones son obtenidas de las primeras efectuando simplificaciones.

X -1 x2 -1

x2 - x2 yx+1 x* -1

1
x2 41

También son equivalentes

porque al simplificarse

ambas son iguales a

Es claro que al multiplicar el numerador y el denominador de una expresion algebraica
por un mismo polinomio, se obtiene una expresion equivalente a la dada, es decir:

x-7 _(x=7)(x+1) _x*-6x-7
x+5 (x+5)(x+1) x246x+5

Usando este ultimo resultado, dadas varias expresiones podemos encontrar otras,
equivalentes a ellas, que tengan el mismo denominador, es decir, las reducimos a comun
denominador.

El ejemplo que sigue nos muestra como hacerlo:

Ejemplos 3 Reduce a comin denominador las expresiones:

4x +1 . X+2 . X-3
X x+1 1 x(x+1)

Procedemos como cuando trabajamos con las fracciones, es decir, hallamos el minimo
comun multiplo de los denominadores factorizados:

Recuerda: Minimo comin multiplo
es el producto de los factores comunes
V N0 comunes con su mavor exnonente

memfx, x (x+1), x+1]=x (x +1)

El denominador comun de las expresiones es el m.c.m. luego, se divide el m.c.m. por el
denominador de cada expresién, posteriormente se multiplica cada numerador por el
resultado de tal division, obteniendo las expresiones algebraicas:

(4x+1) (x +1) . (x +2)x _ X—3
x (x +1) ' x (x+1) x (x +1)

esta Ultima no cambid, porque el denominador comun es justamente su denominador.
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3.6.1 Sumay Resta

Para sumar expresiones algebraicas racionales, se reducen a comuin
denominador y se suman los numeradores resultantes.-

Ejemplo 1:
x+1 2x-3 x+2 (x+1)(x-2) 3(2x-3) 3x (x+2)
+ + = +
3x  x2_2x x-2 3x(x-2)  3x(x-2) 3x(x-2)

B (x2 —x—2)+(6x—9)+(3x2 +6x)_ 4x2% +11x -11
- 3x?% - 6x © 3x2-6x

La resta es un caso particular de la suma, por ejemplo:

Ejemplo 2:

3.6.2 Producto o multiplicacién

El producto de dos expresiones algebraicas racionales es igual a la expresion que resulta
de multiplicar los numeradores dividida por la multiplicacion de los denominadores.-

Ejemplos:
) 5x+2 5x-2 _(5x+2)(6x-2) 25x*-4
X x+1 x(x +1) x2 4 x
b) X+3 1 _ X+3 _ 1

X—3.(x+3)2 (x-3)(x+3% x%-9

3.6.3 Cociente o divisiéon

El cociente de dos expresiones algebraicas racionales es igual a la expresion que resulta
de multiplicar la primera por la inversa de la segunda.-

Ejemplos:
a) x2—1;x+1_x2—1. X _(x—l)(x+1). X .
X X X  Xx+1 X X+1
3
b) x+3 1 :x+3.(x+3)2:(x+3)
X -3 (x+3)2 X -3 X -3
o SX*2 . 5x-2_ 5x+2 x+l _5X2 4+ 7x+2

X  x+1 X 5Xx-2  Bx2_oy
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Ejercicios
1.- Simplificar:
ax? x2(x 1) x2 +5x
a) - b) ——S—= )
a® x x(x +1)(x - 1) X(x +5)
d) X + X2 e) 4-x2 f) 9x2 -4
x? +x3 X—2 9x° —12x + 4
2.- Calcular:

a) X +x+3 b) 1 1
X+2 X+2 x2 +10x+25 X+5
4-x% x216x+9 x2(x-1)  x%-x

©) 2 d - T2
X -9 x°+4x+4 X“+5x+6 x°-9
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3.7 Practico: Expresiones Algebraicas

Ejercicio 1: Expresar con un monomio el area de la parte
sombreada.

Ejercicio 2: a) Verificar que el area del trapecio de la figura es A = 2xy.
X

b) Expresar la diagonal mayor del trapecio utilizando x e y. y Il
3X
Ejercicio 3: Expresar el &rea de las figuras siguientes mediante un polinomio.

a) b) X

X

Ejercicio 4: Expresar el area lateral, el area total y el volumen de los siguientes cuerpos
geométricos, mediante un polinomio.

a) b)

X -1

X

Ejercicio 5: Hallar la suma y diferencia de los polinomios: P(x) = 4x3 —5x° + 6x — 4
Q(x) = 2x3 +4x% - x +5

Ejercicio 6: ¢ Cuanto debe valer x para que al sustituirla en cada una de las casillas
resulte un cuadrado magico?

La suma de las filas, de las

x-1 -2 4-(1-x) columnas y de las diagonales
3x 10 -(x+2) X -2 debe ser la misma.
x+1 2x -3 3x-1

Ejercicio 7: Efectuar con los siguientes polinomios las operaciones que se indican:

A(x):3x4—8x2+5; B(x):xz—x+1; C(x):2x3+x2—5x—3

D(x):x3—8; E(x)=x-2; F(x)=x+2
a)A+C-B b) C - 2D c)3C-4D+%B
d)A-B e)A-B-E-F fy E-C+D-F
g)A+C h)D +B )B=(E-F)

Ejercicio 8: Determinar los valores de a y b para que el polinomio:
Q(x)=(3a-b-5)x2 +(4a+b-9)x sea idénticamente nulo.
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Ejercicio 9: ¢Existe un tnico polinomio del tipo P(x) = ax® + bx + ¢ , tal que satisface la
condicion que P(1) + P(-1) = 6?

Ejercicio 10: Calcular:

a) (x2+2x—1)2 b) (x?’+x2—x+l)2

Ejercicio 11: Encuentre, si es gjosible, los coeficientes a, b, ¢ y d, de tal manera que los
polinomios P(x) = x* + 2x%+ ax®+ bx + 1y Q(x) = (x* + cx +d ) sean iguales.

Ejercicio 12: Calcular las siguientes divisiones y expresarlas en la forma

D et

d d
a) (x6—4x4+x2)+(x3+2x2) b) (3x3+%x2—%x+%j+(2x—4)
c) (x3 -x? +2x+3)+(x2 —1) d) (—8x5 ~16x2 +8x)+(2x3 -x? +1)

Ejercicio 13: En una divisién de polinomios el cociente es C(x) = 4x% —x+5 y el resto

es R(x)=3x-7. ¢Cudl es el dividendo, si el divisor es d(x) = x3 +x-1?

Ejerciciol4: Encontrar m de modo que la siguiente division sea exacta:
(6x2 + mx —15) + (2x +3)

Ejercicio 15: Aplicar la regla de Ruffini para calcular el cociente y el resto de las
siguientes divisiones:

a) (3x3 +x2 —x+1)+(x+l) b) (x5 —le—7)+(x—3)
c) (x4+x2+2)+(x+2) d) [x3+%x2—%x+%j+(x—1)
e) (Zx4 +x3 —3x—5)+(x—2) f) (x5 —243)+(x—3)

Ejercicio 16: En el polinomio A(x) = x% —2x* +x3 -3x% +kx +3
écuanto vale k, si A(-1) =-27?

Ejercicio 17: Dado el polinomio Q(x) = 2x3 +4x? —x -5, calcular Q(1). ¢Cual es el
resto de dividir Q(x) por (x —1)?

Ejercicio 18: Determinar, sin efectuar la division, en que casos el dividendo es mdltiplo

del divisor:
a) (x5 +a%)+ (x +a) b) (x5 a5 )+ (x-a)
0) (x5 —a% )+ (x+a) d) (x5 +a5)+(x—a)
e) (x4 +a%)+(x-a) N (x* +a%)s(x+a)
9) [x* —a%)+(x-a) hy (x4 —a4)+(x+a)

Observa los resultados obtenidos, ¢ puedes generalizarlos?
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Ejercicio 19: Calcular los valores de m y n para que el polinomio x3 +6x% +mx +n sea
divisible por:  x? + x — 12
Ejercicio 20: Hallar a y b en el polinomio 3x* —2x3 -5x% +ax +b para que sea

divisible por: x-2 y el polinomio cociente tenga por término
independiente 4.

Ejercicio 21: Al dividir un polinomio por (x +1) se obtiene resto 5, y al dividirlo por
(x —2) el resto que se obtiene es —1. ;Qué resto se obtendra al dividir el
mismo polinomio por (x +1)(x —2)?

Ejercicio 22: Comprobar que 3, -3, -5y % son raices del polinomio
P(x)=3x*+13x3 - 37x% -117x + 90
y escribir su descomposicién factorial.

(Ayuda: Es muy laborioso determinar el valor numérico de P(x) para las raices
dadas, una manera menos complicada es aplicar la regla de Ruffini sucesivamente.
Es decir, por ejemplo, para x = 3, si P(3) =0, en el cociente de P(x) por (X —3) se
vuelve a aplicar Ruffini para x = -3 y asi se continda hasta terminar con todas las
raices)

Ejercicio 23: Escribir un polinomio cuyas raices son: -3, 5y —7.

Ejercicio 24: Calcular las raices de los siguientes polinomios:
a) x? —10x + 25 b) x? —5x +4 c) x> -3
d) X —x3 e) x3 -1 f) 3x2 - 2x

Ejercicio 25: Encontrar un polinomio P(x):

a) de grado 3 tal que P(0) = 10 y cuyas raices sean — % ly5;

b) de grado 2 tal que P(2) =-6 ycuyas raicessean 2++2 y 2--/2

Ejercicio 26: Factorear:

a) x3 +7x% +16x +12 b) 5x3 — x5 c) 4x* -13x2 +9
d) 2x* - 6x3 —18x% —10x e) 6x°+18x +12 f) 2x3 +5x2 +x-2
g) x* -8x% +11x%2 +32x-60  h) x3 -2x2 +x i) 4x3 —4x? - 25x +25

Ejercicio 27: Buscar dos polinomios divisibles por x -3, x-5 y x+2.

Ejercicio 28: Si el lado x, de un cuadrado, aumenta en un 10 %, ¢en qué porcentaje
aumenta la superficie?
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Ejercicio 29: ¢Cuales de las siguientes expresiones algebraicas racionales son
irreducibles?

2x -3 b)x 16 0) X-3 d)x 1

a) _
X+4 X—4 x2 +6x+9 x2 +x+1

Ejercicio 30: Simplificar:

3 3,4 3
) 5 ) Lo ) 2
a“cx 10y~x 2°X
x-1 x3(x + 2) x3 —x?
d) e’% N——7
X< -1 X< +2X X =X
x3 +x2 +x x2 4+ x o x2-x-2
9) ——— h) ———— ) 5——
5x“ +5x+5 XS +2X+1 X“+X-6
L Ax?+12x+9 x4 -1 x3 +3x% —4x-12
D=5 — k) ~—; D=5
N 1-x X? —2x° -9x +18
4

Ejercicio 31: Determinar, entre las siguientes expresiones, las que son equivalentes:

4 2
a) x5 y2 b) X +22x+1
Xy X< -1
2
0) X 2+3x+2 d) 3xyz(x+21)2
X°+X-2 XYy +X%y
Ejercicio 32: Reducir a comun denominador:
3) 2xy 2 3 . 2.2 - 3
x? -y X3y +x?y y(x+y)
b) 1 ; X—-2 ; x-3
X% +2x-3 X% +4x+3 x% -9
Ejercicio 33: Calcular y simplificar:
2
a) 22(x+3) N 2x+3 b) X ;(
X“+2x-3 Xx°+4x+3 x-1 x°_-1
0) X+5 2X+6 d) X 1 1

x2 —4x+3 x2-3x x2 -1 x%2+2x+1

—1
Ejercicio 34: Al simplificar la expresion (x 1y y’l) , es resultado que se obtiene es:

Xy C) xy d) 1 e) xX+y

ayx+y b)
X+y Xy Xy
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Ejercicio 35: Operar y simplificar:

X x3 -1 3x-1 x3 x3 —x x2 — 4
) — ' 2 b) 5 ou2 ) 2
X< -4 2x X 9x“ —-6x+1 X +5X+6 X°-X
Ejercicio 36: Operar y simplificar:
a) . 1 b) X+3 ;xz—x—12 x3 4+ x . 4x2 + 4
X+2 3x%-12 x2 — 4 x3 -8 X2 —x+1 x%+x-2
Ejercicio 37: Resolver:
2
a) 3-x+ py =X
X+3 1-x 1+x
2
) i+ 2. 1—l d) X——y e X
1+x 1_-x2 X y y
9 X 1 o (—La) -2
X+5 x2 x-1 X
25 5
1 1 1 1 X X 1 )73
) s
X“+6x+9 x°-9 x°-6x+9 x+1 x-1) {x+1 x-1
a ab
o j) ab+5)
a(b+c) a+ib
5
2 3 .3
- 2
K | x+y+ L |X 2y 1) (26x+6)[3x— X+3) 22
X-y X S5 J169x° -9

2 2
m)y +6y+9 y°-9

4y?_4  2y-1-y?2

1 +6\—2_ a-1
a+l a%4+1 a’-a+1

0)

x* ~1 2ax? x4+x2+1i

n)
2x x5 4+1 x? -2x+1 ax
5m 4 5

p) >t -
m-_ 4 “m-1 “m+1
4 2
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CAPITULO TépiCOS de

Geometria

Geometria, palabra que proviene del griego, geo: tierra; metrein: medir, es una de las ramas
mas antiguas de las ciencias, que tal vez ha tenido y tenga mayor incidencia en la vida
cotidiana. Su origen estuvo ligada a la resolucién de problemas concretos, tales como la
medida de extensiones de terrenos, la construccion de viviendas, puentes , monumentos, etc..

Para comenzar, vamos a recordar, en este capitulo, algunos conceptos basicos. Entre ellos los

referentes al triangulo, el poligono mas simple, con muchas propiedades sorprendentes,
también semejanza y sus miltiples aplicaciones a la resolucion de problemas.

4 Angulos

4.1 Medida de angulo: sistema sexagesimal

Para medir la amplitud de un angulo podemos utilizar el sistema sexagesimal.

360°
180°
90° \_I)
Angulo recto Angulo llano Angulo completo

Recordemos que un angulo recto mide 90°, un angulo llano 180° y un angulo completo 360°.
El grado es la unidad de medida, a esta unidad se la llama grado sexagesimal porque se divide
en 60 unidades de orden inferior. Los submultiplos son:

e minuto > ’I’=% de grado, es decir, 1 0= 60

e segundo > 1"=% de minuto, es decir, 1"'=60""

Ejemplo 1: Expresar en segundos 35°54'18'

Solucion:

1°=60"=3600" Sabemos que:

* 3600"

35° x =35 x 3600 = 126000"
1 60"

54 x =54 x 60=23240"

En consecuencia 35°54'18" = 126000"+3240" +18" = 129258"
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Ejemplo 2: Expresar a grados, minutos y segundos: 36420"
Solucion

Sabemos que: 60"=1, luego primero debemos devidir por 60 y obtenemos 607" y sobran 8"

36428" | 60

0428 ,
et 607

Al dividir nuevamente por 60, ya que 60'=1° obtenemos 10° y sobran 7'

607’ 60

Por lo tanto 36428"=10°7'8"
EJERCICIOS
1.- Expresar en minutos los angulos: a) 71°47 , b) 26°15"

2.- Expresar a grados, minutos y segundos los angulos: a) 9123” b) 200.35’

4.2 BISECTRIZ

La bisectriz de un angulo es la semirrecta que
divide a éste en dos partes iguales, es decir,
es el lugar geométrico de los puntos que
equidistan de los lados del angulo.

En la figura, la semirrecta b es la bisectriz , sus
puntos equidistan de las semirrectas j y k.

Por ejemplo: El punto P pertenece a la

bisectriz ya que, PA=PB

4.3 PARES DE ANGULOS

= Angulos consecutivos:

Son aquellos que solo tienen en comun
el vértice y un lado.

= Angulos complementarios

Dos angulos o y B son complementarios si suman 90 °
y se dice que uno es complemento del otro.

a+B=90°
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= Angulos suplementarios

Dos angulos o y S son suplementarios si suman 180 °
y se dice que uno es el suplemento del otro.
a+p=180° «

= Angulos adyacentes
Dos angulos son adyacentes si son consecutivos y o
suplementarios.

Ejemplo 1:

a) Sea o =35°20'5", encontrar el angulof3 el suplementario de o .
Recordemos que la suma da 180°

a+Bp=180° = PB=180—a

. o_ Orn: an--
Ademas 180 =179 ©59" 60", entonces 8 = el suplemento

179° 59’ 60"

- 35° 205"
350 20’ 5"

B =144° 39’ 55"
Ejemplo 2: Sea a = 43°15'27" encontrar el angulo 3 el complemento de o..

Recordemos que: a.+p=90° = P =90°-«a

89° 59 60"

430 15' 27" B

B = 46° 44’ 33"

= Opuestos por el vértice

Son los angulos que tienen el vértice en comun y los
lados son semirrectas opuestas.

A A\ A N

1y 3 , 2y 4 opuestos por el vértice

Los angulos opuestos por el vértice son iguales.
VANVAN VANEVAN

1=3 2=4
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4.4 RECTAS

Como sabemos:
= Una recta divide al plano en dos semiplanos.
= Dos rectas de un plano se cortan en un punto, o son paralelas o coincidentes.

4.4.1 Angulos que se forman al cortar dos rectas paralelas por una
secante

En la figura 1ase tienen las rectas a y b paralelas y la n
recta n secante, también llamada transversal, que las
corta en los puntos M y N. Quedan determinados ocho

M
angulos (ver figura 1b) que reciben nombres de acuerdo
a su posicion.

= Se llaman angulos interiores a los que pertenecen al
semiplano respecto de la recta a que contiene al
punto N y al semiplano respecto de b que contiene al
punto M.

Ejemplo: Los angulos 3,4, 5y 6 son angulos
internos.

= Se llaman angulos exteriores o externos a los
angulos que no son interiores.

7/ 8
Ejemplo : Los angulos 1, 2, 7 y 8 son externos. ;,U Fig. 1b

= Angulos correspondientes

Se llaman angulos correspondientes entre paralelas cortadas por una secante, a los pares de
angulos no adyacentes ubicados en un mismo semiplano respecto de la secante y de los
cuales uno es interno y otro externo.

Ejemplo : En la figura 1b los angulos correspondientes entre paralelas cortadas por una
secante son:

A A A A AN AN AN A

1y5,2y6; 4y8,; 3y7.
= Angulos alternos externos

Se llaman angulos alternos externos a los pares de angulos externos no adyacentes que
pertenecen a distintos semiplanos respecto de la recta secante.
N N N

N
Ejemplo : Enlafigura1b,son: 1y 7 , 2y 8

= Angulos alternos internos

Se llaman angulos alternos internos a los pares de angulos internos no adyacentes que
pertenecen a distintos semiplanos respecto de la recta secante.

AA AA
Ejemplo : Enlafigura1b,son: 3y 5, 4y 6

» Sidos rectas paralelas a y b, son cortadas por una secante n, entonces,
e Los angulos correspondientes son iguales.
e Los angulos alternos externos son iguales.
e Los angulos alternos internos son iguales.

Queda para el lector analizar en la figura 1b los pares de angulos iguales y justificar su
respuesta.
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Ejemplo 1:

N
Dada la figura 2, y sabiendo que el angulo 1= 35°, encontrar los otros siete angulos
Solucion

Los angulos alternos internos y los opuestos por el vértice son iguales, por lo tanto, los angulos

VANERVAN AN

3,5y 7,miden 35° vya que:

ANA 2/
1=3 por ser opuestos por el vértice 374

AN A

3=5 por ser alternos internos

AN A 6 5

5=7

por ser opuestos por el vértice /8

N
¢, Como encontrar la medida del angulo 47?

Figura 2

A A N A
1y 4 son suplementarios por lo tanto 1 + 4= 180°, en consecuencia
4=180°-35°=145°

AN A AN A N A
Como: 4 =2 opuestos por el vértice, 2 =6 correspondientes entre paralelas, 6 = 8

VAVAN AN
opuestos por el vértice, entonces los angulos 2,6 y 8 miden también 145° .Por lo cual hemos

obtenido las medidas de los siete angulos.

4.5 TRIANGULOS

4.5.1 Clasificaciéon de los triangulos

a) Los triangulos se clasifican segun los lados en:

e Equiléateros: tienen los tres lados iguales
e Isdsceles: tienen dos lados iguales
e Escalenos: tienen sus tres lados desiguales

b) Los triangulos se clasifican segun sus angulos en:
Rectangulos: tienen un angulo recto; es decir, 90°.

e Acutangulos: tienen sus tres angulos agudos (menores de 90 O).
e Obtusangulos: tienen un angulo obtuso (mayor de 900).

4.5.2 Propiedades del triangulo

¢ Propiedad fundamental:

La suma de los angulos interiores de un triangulo es 180°

¢ Propiedad del &ngulo exterior de un tridngulo

El angulo exterior de un triangulo (el
adyacente a uno de los angulos interiores
del triangulo) es igual a la suma de los
dos angulos no adyacentes.
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Es decir, observando la figura, sacamos como conclusion:

o+p+y=180°
d=a+p

4.5.3 Medianas, mediatrices, bisectrices y alturas de un triangulo

e Mediana es un segmento que une un
vértice con el punto medio del lado opuesto.

Un triangulo tiene tres medianas, que se
cortan en un punto llamado baricentro o

centroide.

e Mediatriz es la recta perpendicular a un lado
en su punto medio.

El punto interseccion de las tres
mediatrices se llama circuncentro.

En la figura, O es el circuncentro y la distancia de este punto a los vértices son iguales, es
decir, equidista de los vértices del triangulo. A la circunferencia con centro O y que pasa por los
vértices del triangulo se le llama circunferencia circunscrita del triangulo.

e Bisectriz de un triangulo es la bisectriz
de un angulo interior.

Las bisectrices de un triangulo son tres y se
intersecan en un punto llamado incentro.

El incentro | equidista de los lados del triangulo. Sea r

el segmento perpendicular desde | a uno de los lados del
triangulo, la circunferencia con centro | y radio r es la circunferencia inscrita al triangulo.

Altura de un tridngulo es el segmento perpendicular que va, desde un vértice al lado
opuesto o a su prolongacion.

1 v
/-
G lDe e - = = P
1 ’f’ 7 H
-
-
- 7
7
\F 7
N\ 4
N Y
N /7
\7
4
7/
/7
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Las alturas de un tridngulo son tres y se intersecan en un
punto llamado ortocentro.

4.5.4 Perimetroy area de un tridngulo
¢ El perimetro de un triangulo es la suma de los lados.

b -
¢ El areade un triangulo esta dada por: A = —
2

donde b indica la medida de la base y hdesigna la distancia o altura del vértice al lado
opuesto que se toma como base.

En la figura 3 tenemos, por ejemplo:

AB-h, BC-h, AC:-h
El area del triangulo ABC: A = c = a _ b

2 2 2
A -
yelarea del EFG: A= EFéGD
A
Queda para el lector escribir otra forma de calcular el area para el EFG .

A
Ejemplo. Sea ABC un triangulo. Siendo AB=6m, BC=8m, AC =7m. Su perimetro es

21 m.

4.5.5 Igualdad o congruencia de triangulos

Dos triangulos son iguales (congruentes) cuando tienen todos sus lados y sus angulos
respectivamente iguales.

e Criterios de igualdad de tridangulos

A continuacién daremos las condiciones necesarias y suficientes para saber si dos triangulos
son iguales.
Dos triangulos son iguales si tienen respectivamente iguales:

1) dos lados y el angulo comprendido;

2) los tres lados;

3) unladoy los dngulos adyacentes a él;

4) dos lados y el angulo opuesto al mayor de ellos.

4.6 SEGMENTOS PROPORCIONALES

Llamamos razén r entre el segmento AB y el segmento CD, al cociente entre sus medidas
dadas en la misma unidad.

A° B

B _2
CD 3

ol D

Dos segmentos AB y CD son proporcionales a otros dos PQ y MN, si la razén de las
medidas de los dos primeros segmentos es igual a la de los segundos .
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Es decir;
AB _PQ
CD MN
AB_2
Ormm———p—) ON
PQ _4_2 © ° v
MN 6 3

Nota: Como puede observarse los segmentos no son iguales pero los cocientes son iguales,
en consecuencia son proporcionales.

Ejemplo 1: Sean AB=30cm, CD=150cm, PQ=1m y MN=500cm. ¢Son
proporcionales los segmentos AB y CD con respecto a los segmentos PQ y MN 2.

Solucién

Al analizar los cocientes i = 30 =i = 1 y 2 = 100 1
Ch 150 15 5 MN 500 5

obtenemos que los segmentos son proporcionales.

Queda para el lector hacer una figura que represente al ejemplo anterior.

4.6.1 Teoremade Thales

Si varias rectas paralelas son cortadas por dos rectas en un plano, los segmentos
determinados en una de éstas son proporcionales a los correspondientes de la otra, es decir,

(ver figura 4)
A/ \A’ m
m// pll q, entonces B/ B’ D

AB AB _AC AC c/ \C' q

BC BC BC BC

1 Fig. 4

Reciprocamente:
Si los segmentos AB y BC , por ejemplo, son proporcionales a A'B° y BC
entonces las rectas m, p, g son paralelas.

Ejemplo 1: Sabiendo que las rectas a,b y ¢ son paralelas. Calcular el segmento x, usando
los valores de los otros tres segmentos que se dan en la figura.

Solucién N
Por la proporcionalidad tenemos K b
—:i,luego x:2X1'8=3,6 /
18 1 cm
En consecuencia: x =3,6cm * L 8e
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Corolario 1 del teorema de Thales

Toda paralela a un lado de un triangulo determina con los otros dos lados (o su
prolongacién) segmentos proporcionales.

En las figuras tenemos que AC // MN , c AN

AB _CB . BM _BN 1N
entonces —=—— 6 /1 N

BM BN MA " NC /
y otras ... !
B "IM -

Ejemplo 2: Sean m, p, g rectas paralelas, como en la figura 4. Al medir, se ha comprobado
que AB=2cm, BC=1.5cm y B C =1.8cm . Calcular AB' .

Solucioén
Como las rectas son paralelas, los segmentos son proporcionales.

AB AB .2 ‘B ——= 2x1.8
Por lo tanto — =—— vy en consecuencia —=———> A'B' =
BC BC 1.5 138 1.5

=2.4cm

Corolario 2 del teorema de Thales

Varias rectas concurrentes en un punto, determinan sobre dos rectas paralelas
cualesquiera, segmentos homologos proporcionales, es decir:

AB BC CD
AB BC CD

4\
/AN
s

Reciprocamente. Cuando varias rectas determinan sobre dos rectas paralelas segmentos
homoélogos proporcionales estas rectas se cortan en un mismo punto.

ry, r2, r3 y r4 concurrentesenOy my// m, =

AB BC CD

mim Y 5 %c &b

}:> ry, ra, r3 y r4 secortan en el mismo punto.

Ejemplo 3: Dividir en cinco partes iguales a un segmento de 9 cm.

Solucion
Sea AB =9 cm y se lo quiere dividir en 5 partes Iguales.

95



UNSL Facultad de Ciencias Fisico, Matematicas y Naturales

Para realizarlo se marca una recta r paralela al segmento AB , en la cual con una medida
arbitraria pero fija se determinan los puntos A, N, P, Q, Ry B’, tal que,
A'N=NP=PQ=QR=RB

-0

ey
e

Se trazan las rectas que unen A con A’y B con B’ y se cortan en el punto O. Desde el punto O

se trazan las rectas que pasan por N, P, Q, R, éstas cortan al segmento AB en cuatro puntos
que los designamos como N’, P’, Q’, y R’, respectivamente. Por el corolario 2 del teorema de

Thales tenemos que: AN'=N'P'=P'Q =Q R =R'B, y queda el segmento dividido en cinco
partes iguales.

4.7 TRIANGULOS SEMEJANTES

Dos triangulos son semejantes cuando tienen los angulos respectivamente iguales y los
lados homodlogos (aquellos que se oponen a angulos iguales) proporcionales, es decir, (ver
figura):

a=d,p=F,y=7

A A
ABC~ABC <

Nota: Designaremos, por comodidad, a los lados de un tridngulo con la misma letra que le
asignamos al vértice opuesto pero con letra minuscula.

De acuerdo a la definicion de igualdad de triangulos, tenemos:

Dos tridngulos iguales son semejantes y la razén de proporcionalidad es 1.

Ejemplo 1:
Los lados de dos friangulos ABC y AB'C’ midenia=4, b=3,c=45 y
a=6, b=4.5, c'=6.75, respectivamente.
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Estos tridangulos resultan semejantes puesto que: .
45 6.75

3 4.5

ol

y la razén de proporcionalidad es: r :g

El Corolario 1 del Teorema de Thales, puede reformularse diciendo:

C N
“Toda paralela a un lado de un tridngulo IA\
determina con los otros dos lados o sus /7 Mo
prolongaciones, un triangulo semejante al !
primero”. /
/
B Ry B

A A
En la figura tenemos: ABC semejante a MBN

Ejemplo 2:

A A
Sean ABC y A'BC’dos triangulos

construidos de forma que AB= %ﬁ

BC = %ﬁ como los lados ACy AC son

paralelos, resultan los angulos iguales, o sea
a=a ;B=p; y=v

Supongamos que AB =4 cm y AC =6cm. ¢,Cuanto mide A C' 2.

Por los datos, AB=2cm , por lo tanto: i = g = 2, por semejanza de los triangulos
A'B

i = i = ; = 2, en consecuencia: A'C' = EE = 16: 3.
A'B A'C' AC 2 2

Respuesta: A'C'=3cm

El teorema de Thales y la semejanza de triangulos nos permiten resolver de manera sencilla
algunas situaciones problematicas:

Ejemplo 3:

Dada la siguiente figura, calcular la altura del arbol utilizando una varilla de 40 cm de longitud. Se
conoce que la sombra de la varilla es de 1m y la sombra del arbol es de 6 m.

0.4 m”\ S -
——
\%/—\lm—/
6m
Solucién
Como muestra la figura, nos queda determinado dos triangulos semejantes, por lo tanto:
h 6
—=— = h=24m
04 1
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4.7.1 Criterios de semejanza de triangulos

A continuacién daremos las condiciones necesarias y suficientes para saber si dos triangulos
son semejantes.
Dos tridngulos son semejantes cuando:

1) tienen respectivamente proporcionales dos lados e igual el angulo comprendido;

2) tienen respectivamente proporcionales los tres lados;

3) tienen respectivamente iguales dos angulos;

4) tienen respectivamente proporcionales dos lados e igual el angulo opuesto al mayor de
ellos.

Nota: a) Dos triangulos equilateros cualesquiera son semejantes.
b) Dos triangulos rectangulos son semejantes si tienen un angulo agudo igual.
c) Dos triangulos isésceles que tienen un angulo igual son semejantes.

Ejemplo 1:

Dada la siguiente figura, calcular el perimetro del trapecio BCEF, conociendo los lados del
triangulo ABC y el segmento AF.

a=8cm, b=5cm, c=6cm, AF =2cm

Soluciéon

Recordando que el perimetro de un cuadrilatero es la suma de los lados, se deben calcular los
lados FB,CE Yy EF .

FB=AB-AF=6-2=4 = FB=4cm (1)

Los triangulos ABC y AEF son semejantes, ya que los lados BC y EF son paralelos, por lo
tanto los lados homaologos son proporcionales:

EE_AFJERE 2 FF 82 -8
BC AB 8 6 6 3
CE _BF CE 4 _e-P_ -V
AC AB 5 6 6 3

El perimetro es:

l

perimetro(BCEF ) = EF + FB + BC + CE :%+4+8+%:18 = perimetro(BCEF) =18cm
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4.8 Préctico : Tépicos de Triangulos

Ejercicio 1: Hallar el complemento y el suplemento del angulo 47° 15’ 42"
Ejercicio 2: Hallar el suplemento del angulo105° 49’ 5"
Ejercicio 3: Se sabe que 4 =132° vy ry//r,, encontrar los otros 7 angulos.

Ejercicio 4:Sea a=32°7", p=121°45'56" , y=85° 28’ 57"

Obtener
1) o+B
2) B-y
3) a+p-vy
4) 20
5) B:5=
6) 20+p:5=

Ejercicio 5: Completar la siguiente tabla

(0} B o+ oa—f 30 B:4

48° 28" 18145’

126° 34’ 18" | 72° 27' 46"

143° 16’ 21922'46"

Ejercicio 6: Hallar un angulo sabiendo que es igual a los tres séptimos de su suplementario.

Ejercicio 7: Un grifo llena 5/12 de un depdsito en 1 hora. ¢ Cuanto tardara en llenar el depdsito
completo?.

Ejercicio 8: Un grifo tarda 2 horas en llenar 7 depdsitos iguales. ;Cuanto tardara en llenar un
depdsito?.

Ejercicio 9: Explicar por qué los angulos del mismo nombre son iguales
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Ejercicio 10: ¢ Cuanto miden los angulos en un triangulo equilatero?

Ejercicio 11: Si en un triangulo isésceles, uno de los angulos iguales mide 35°10 43~
¢cuanto valen los otros dos angulos?.

A
Ejercicio 12: Hallar las medidas de los angulos o y A .

B

59°

Q

Ejercicio 14: Calcular los angulos numerados:

100

A B ¢ a B Y
32° 46°
20° 25’ 53°
145° 95°
120° 5” 145° 16’
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b) r1//r2

Ejercicio 15: a) Dibujar un triangulo acutangulo.
b) Marcar las alturas, bisectrices y medianas.

Ejercicio 16: a) Dibujar un triangulo obtusangulo.
b) Marcar las alturas, bisectrices y medianas.

Ejercicio 17: a) Dibujar un triangulo rectangulo.
b) Marcar las alturas, bisectrices y medianas

A
Ejercicio 18: Dado el triangulo BAC rectangulo en A a

y sabiendo que el angulo con vértice en B mide 40°30",

calcular la medida de los angulos o y pindicados en la

figura.

Justifica la respuesta. 40°30"\ B
A B

Ejercicio 19:Si un lado de un triangulo equilatero mide 8 cm, calcular la medida de la altura y
el area.

Ejercicio 20: Dado el segmento  AB de 7.5 cm, hallar un punto C

a) perteneciente al segmento tal que verifique la relacion % :%

b) perteneciente a la recta que contiene a AB, exterior al segmento dado y que verifique
AC 3
BC 4

c) Calcular la longitud del segmento AC para el item a) y para el b).

Ejercicio 21: Siendo AB y BC segmentos consecutivos y tales que % = ’

4
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a) Hallar ﬁ; i ; &
AB

14

b) Hallar los segmentos cuyas razones son % ; "

Ejercicio 22: Dado un segmento AB, hallar un punto P de la recta que contiene al AB, tal

. . PA_2
que se verifique la relacion: BB = 5

Ejercicio 23: Dados los segmentosa=3cm,b=4cmyc=55cm.

. o a X
Encontrar geométricamente y analiticamente el segmento x tal que b =—
c

Ejercicio 24: Las dimensiones de un rectangulo son 3 cmy 4 cm. ¢ Cuales de los siguientes
rectangulos son semejantes a él?.

Cuando lo sean, establecer la razén de semejanza:

a) 45cmy60cm

b) 18 cmy32cm

c) 30 my40m

Ejercicio 25: Dado un segmento AB ; dividirlo en 3 segmentos proporcionales a los nimeros
2,3 yb5.

Ej icio 26:

jercicio A/ \A,

AB =12 cm BC =9 cm B/ \B' D
\C,

AB =x+1 y BC=x-1 c

a) Calcular x t

b) Calcular AB y B'C'

N

Ejercicio 27: Siendo a// b/l c

Escribir cuatro de las proporciones posibles

con segmentos incluidosen t y t'
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Ejercicio 28: Se sabe que: AB=3m,AB =5m

BD=75m , CD =25m

Calcular los valores de los segmentos:

BC ,BCy CD.

Ejercicio 29: En el trapecio ABCD

B EF|BC
Z \ AE =x +1m
E _

L e EB=2x-3m

CF=11m

FD=6m

Calcular el segmento AB

Ejercicio 30: a) Demostrar que los triangulos ADB y ADC son semejantes y son también
semejantes al triangulo BAC que es rectangulo en A.

b) Sabiendo que 1
AB=15m
BC=25m h
AC=20m
B D C

Calcular los segmentos AD y DC
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CAPITULO

Resolucion de
Triangulos
Rectangulos

En la antigiiedad la arquitectura (piramides, templos para los dioses,...) exigié un alto
grado de precision. Para medir alturas se basaban en la longitud de la sombra y el angulo de
elevacion del sol sobre el horizonte. En este procedimiento se utilizé una relacion entre las
longitudes de los lados de un triangulo rectangulo, que es lo que conocemos hoy como la
relacion pitagorica.

5.1 Triangulos rectangulos

Como ya se ha definido, un triangulo rectangulo es un triangulo con un angulo recto. El lado
opuesto al angulo recto se llama hipotenusa y los otros dos lados se llaman catetos.

c

a: hipotenusa del triangulo rectangulo
A

BAC b N
b: cateto
C : cateto

A c B

a
c

El triangulo de lados 3, 4 y 5 unidades, llamado
perfecto o sagrado, fue usado por los egipcios
para trazar angulos rectos. En sus papiros se
observa que después de las inundaciones del
Nilo y construyendo tridngulos rectangulos con
cuerdas, fijjando los limites de las parcelas,
trazaban direcciones perpendiculares.

5.2.3 Teorema de Pitagoras

c
En todo triangulo rectangulo el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos. Es decir:
a? =b? +c?
A esta relacion se le llama relacion pitagorica.

B
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5.2.3 Elreciproco del teorema de Pitagoras

A A
Si en un triangulo ABC se cumple a? =b? +c? , entonces ABC es rectangulo y el angulo
recto es el angulo cuyo vértice es A.

Nota: Si tres numeros, a, b y ¢ verifican una de las tres relaciones pitagéricas entonces,
podemos construir un triangulo rectangulo cuyos lados tienen como longitudes a, b y c.

Queda para el lector verificar que las ternas de numeros utilizadas por los egipcios y los
hinddes cumplen con la relacion pitagorica.

5.2.3 Aplicaciones del teorema de Pitagoras

Ejemplo 1: Los catetos de un triangulo rectangulo miden 12 cm y 5 cm. §Cuanto mide la
hipotenusa?

Solucién
Si llamamos: a a la hipotenusa; b y ¢ a los catetos, aplicando el teorema de Pitagoras

tenemos aZ =122 +5%2 =169 = a=-/169 =13
por lo que obtenemos que la hipotenusa mide 13 cm

Ejemplo 2: Dado el triangulo de la figura, con los siguientes datos: e =9cm, g =4.5cm y
B=30°. Calcular: f y a

Solucién

Al aplicar el teorema de Pitagoras, tenemos:

eZ - f2 + gZ
al reemplazar por los datos, tenemos:
e?=F+45°= =g°-4.5°=60.75

= f=.60.75=27.8

Por lo tanto: f = 7.8cm

Para calcular el &ngulo «, tenemos que a y S son complementarios (¢,Porqué?), por lo tanto:

o =90°-30°=60°
A
Ejemplo 3: Dado el ABC tal que:

a) a=10cm, b=8cm y c=6cm
b) a=9cm, b=11cm y c=5cm
Decidir si los datos dados en a) y/o en b) corresponden a un triangulo rectangulo.

Solucién

Tenemos que aplicar el reciproco del teorema de Pitagoras
Para los datos dados en a), si es rectangulo, la hipotenusa deberia ser a y lo otros dos los
catetos, en consecuencia deberia cumplirse:

a?=b%+c
(1) a® =100
2) b% +¢c? =82+ 62=100

2
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A
Por (1) y (2), se cumple el teorema de Pitadgoras, por lo tanto con estos datos el ABC es
rectangulo en A.
Para los datos dados en b), si es rectangulo, la hipotenusa debe ser b y lo otros dos los
catetos, en consecuencia debe cumplirse:

b? —a? +c?
(1) b? =121
2) a? +¢c2=92 +5%2=106

Por (1) y (2), tenemos que no se cumple el teorema de Pitagoras, por lo tanto con estos datos
A
el ABC no es rectangulo.

Ejemplo 4: Dado un triangulo de lados 4 cm, 5 cm y 6 cm, calcular la altura
sobre el lado menory el area. E

Solucién x
Al observar la figura, vemos que la altura divide al triangulo dado 4em

A A
en dos triangulos: CID yel CIE.

Al considerar estos triangulos rectangulos y aplicando c
el teorema de Pitagoras, tenemos: Scm

62 =h? + x2 36 =h? + x2
2 2 2 = 2 2
52 =h? + (4 -x) 25=h? +(4-x)

Al resolver el sistema, tenemos: h = 4.96cm ,x=3.38cmy Az 9.900m2
La altura pedida es de 4.96 cm y el area es de 9.90 cm?
5.2 TRIGONOMETRIA
La trigonometria plana tiene como objetivo resolver triangulos. Cada tridngulo esta
constituido por seis elementos, tres lados y tres angulos. Resolver un triangulo, significa

determinar los elementos desconocidos cuando se tienen algunos datos y ciertas relaciones
entre ellos.

5.2.3 Razones trigonométricas del triangulo rectangulo

Dado cualquier triangulo rectangulo ABC, se pueden
considerar las siguientes razones entre los lados del
triangulo:

b

R (1) 3 b
a C

(vs)
>

Figura 1

Dado cualquier otro triangulo semejante al dado, por

ejemplo, el ABC , tenemos:

A
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Por lo que podemos afirmar:

Las razones dadas en (1), no dependen de la longitud de los lados, sino de la medida
del angulo y se las llama razones trigonométricas.

Definicion: Las razones trigonométricas de un triangulo rectangulo ABC, como el dado en la
figura 1, son:

b cateto opuesto dea
sen o =—= -

a hipotenusa

¢ cateto adyacente dea
Cos o =— = -

a hipotenusa

tgo = b cateto opuesto dea
c cateto adyacente de a

Nota 1: Si bien hay otras 3 funciones trigonométricas, no vamos a tratarlas aqui.

Nota 2: Observamos que tanto el seno como el coseno son relaciones entre un cateto y la
hipotenusa, en tanto que la tangente es una relacion entre catetos.

Ejemplo 1: Encontrar el valor exacto de cada una de las tres funciones trigonométricas.

Solucién

c
Para encontrar la longitud del cateto desconocido se usa el
Teorema de Pitagoras. 5c

b
a?=b%2+c? = pb?=a%-c?
b% =52 -32-16

o
b=-16 =4cm B ¢ 3em A
Ahora podemos calcular las razones pedidas:
sen o — cateto opuesto 4 oS o — cateto adyacente 3 o cateto opuesto 4
hipotenusa 5’ hipotenusa 5’ cateto adyacente 3

Ejemplo 2: Calcular las razones trigonométricas del triangulo rectangulo de lados 7 cm;
7,4 cmy 2,4 cm. para el angulo de 19°.

Solucién

Como el triangulo es rectangulo, el mayor de los lados es la hipotenusa, o sea 7,4 cm.
y el otro dngulo mide: 90°-19°=71°
Sabemos que a mayor angulo se opone mayor lado,

obtenemos la siguiente figura. A
Con lo cual, ahora podemos calcular las funciones
trigonométricas del angulo de 19°.
19°\ 7.4 cm
sen 19° = E = 0.3221 , cos 19°= L = 0.94%
7.4 7.4
24 7cm
tg 19°= 7 =0.3428571...
71°
B  24cm C
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Nota: Se pueden obtener en forma inmediata las razones trigonométricas para el angulo 71°.

Ejemplo 3: Si los rayos del sol forman un angulo de 65 con el suelo y, la sombra de un mastil
es de 86 cm. 4 Cual el la altura del mastil medido en metros?

Soluciéon
[¢] h [¢]
tg65°=— = h=861985
86
h
Usando la calculadora tenemos que tg 65° = 2.14445069 y
en consecuencia:
h =184.4276cm = 1.84m
, 68
El mastil mide aproximadamente 1.84 m A 86

5.2.3 Calculo exacto de las razones trigonométricas para angulos
particulares

A veces, necesitamos y podemos calcular algunas razones trigonométricas para unos
determinados angulos:

1) Angulo de 45°
45
Tenemos un triangulo rectangulo e isésceles (es una de los dos
escuadras clasicas). Se calcula la hipotenusa suponiendo los
lados iguales b=c y se pueden suponer , sin pérdida de
generalidad, de valor 1.

b

45
a=+c21b2 =202 =b.2 A ¢ B

Supongamos que b =1, tenemos: a = J2 y como puede observarse

sen 45":é:«2E y cos 450:é:f soniguales y tg 45°=1

2) Angulos de 30° y 60°

Esta es la otra escuadra clasica:

60°
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’
/ |30
Usando esta escuadra, se le adosa !
otra escuadra, como lo muestra la /
figura siguiente, y obtenemos un /’
t’riéngulo eguilétero, ya que todos sus /
angulos miden 60°. /
J_af _____ 60
B A B

Como el tamafo no afecta a los calculos, podemos suponer que cada lado mide 2 unidades.
La altura h del triangulo es:

h = \/22 12 = NE) usando el Teorema de Pitagoras
sen 30°= 1 sen 60° = h - ﬁ
2 2 2
cos 30°:D:—3 cos 600:1
2 2 2
1 1 3 h
tg 30°=—=—=—— tg 60°=—=+/3
9 h= 33 9 ; 3
. 1 3
Nota: Se observa que: sen 30°= 5= cos 60° , cos 30°= - = sen 60°

1

No pasa lo mismo para las tangentes, ya que una es la reciproca de la otra: tg 30° = S
tg60

EJERCICIO

1: Si nos alejamos en la linea recta 30 m, soélo hay que levantar la vista 30° para ver la punta de
la antena. 4 Cudl es la altura de la antena?.

Observacion: Los valores obtenidos pueden sintetizarse en la siguiente tabla:

Angulo en grados 0° 30° 45° 60° 90°
sena 0 1 2 3 1
2 2 2
cos o 1 3 2 1 0
2 2 2
NE) no esta
go 0 |5 1 3| definida
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5.2.3 Algunas relaciones fundamentales

A
1° Relacion : Esta tiene que ver con el Teorema de Pitagoras. En el triangulo ABC tenemos:

A

A
sen B = — b=asenB

A

cos B =

A
— c=acosB

o oo

2 _p2.c2

Por Teorema de Pitagoras a + ¢“ sustituyendo por las formulas anteriores obtenemos:

A A A VAN
a?=p?%+c? = (asen Bj 2+(acos BJ 2 az(sen2 B+cos2 B]

y dividiendo por a® obtenemos:

AN N
senzB +coszB:1

2° Relacion:
A
A A AN A b bl/a senB
En el triangulo ABC obtenemos: senB=— ,cosB=— ,tgB=—=——=
a a cla A
cos B
A
N
th:senliB
cosB
3° Relacion:

Si o es un angulo agudo (0 < a < %) entonces:
0<sena <1
O<cosa<1

tga >0
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. T .
Nota: El sena y tga crecen al crecer el angulo de 0 a —. En cambio el cosa decrece al
. I
crecer el angulode 0 a 2

Ejemplo 1: Sabiendo que sen « :% encontrar las otras dos razones trigonomeétricas.

Solucién

2
senlq +cosla=1 = cosloa=1-sen?aq = cosa=\/1—sen2a= 1—[;] =23ﬁ

Ejemplo 2: Sea tg o = 3 calcular sen o y cos a

Solucién
_sen a
CoSs o

tg o =3 = sena=3cos a

reemplazando en la 1° relacion: sena +cos2a =1 resulta:

(3cos a)?+cos?a=1 = 9cos?a+cos?a=1 = 10cos?a=1 = coszcx:%

Por lo tanto:  cos o = i:i:@ y sena=3.@=ﬂ
110 ~ /10~ 10 10 10

5.3 ANGULOS ORIENTADOS

a

Recordemos que un angulo es la figura engendrada B
por la rotacion de una semirrecta alrededor de su extremo. Figura 2

La posicion inicial se llama lado inicial, OA, la posicion final se llama lado terminal, OB . El
punto fijo se llama vértice, O, (ver figura 2).

Si la rotacion se realiza en sentido antihorario (levogiro) el angulo se considera positivo, como
en la figura 2, en caso contrario negativo (dextrdgiro).

Representamos los angulos orientados referidos a un par de ejes perpendiculares x e v,
llamados ejes cartesianos ortogonales. Dada una semirrecta con origen en el origen de
coordenadas y coincidiendo con el semieje positivo X, al rotarla genera un angulo, ver figura 3.

Ay Ay

Angulo positivo Angulo negativo

Figura 3
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Diremos que un angulo estd en posicion normal si su vértice estd en el origen de
coordenadas y su lado inicial coincide con el lado positivo del eje x.

La figura 3, muestra como los ejes cartesianos dividen al plano en cuatro partes, llamados
cuadrantes. Diremos que un angulo pertenece a un cuadrante dado si en él esta ubicado el
lado terminal del angulo. En la figura 3, se muestra un angulo o positivo, en el primer cuadrante
y un angulo B negativo, ubicado en el cuarto cuadrante.

No hay limite para la magnitud de un angulo. Si una semirrecta efectia una rotaciéon completa
en sentido antihorario, habra generado un angulo de 360° o angulo completo. Dos rotaciones
completas en el mismo sentido generaran un angulo de 720°. Si lo hacen en sentido contrario
determinaran angulos negativos.

Dos angulos orientados son iguales si y solo si
estan generados por la misma rotacion

La figura 4 muestra dos angulos distintos a

pesar que coinciden los lados iniciales y los lados
terminales.

o#p

B=o+2n —_—

Figura 4

5.4 SISTEMA CIRCULAR: OTRA FORMA DE MEDIR ANGULOS

Ademas del sistema sexagesimal que es la forma usual de medir angulos en la vida cotidiana,
existen otros sistemas para medir angulos, entre ellos el sistema circular. La ventaja de este
sistema es que medimos los angulos en radianes, que son numeros reales.

5.4.1 Radianes

La longitud de una circunferencia de radio r esta dada por la féormula:

L=2xnr
En el caso de una circunferencia unitaria, es decir, una circunferencia de radio r =1, la longitud
esde?2r.

Consideremos el arco AB y sea s la longitud
de dicho arco. La medida de un angulo en
radianes es:

s longitud del arco

radio

Figura 5

Por ejemplo, un angulo completo mide 2 7 radianes, un angulo llano, 7 radianes y un angulo
T
recto — radianes, o en forma aproximada, 6.28 radianes, 3.14 radianes y 1.57 radianes,

respectivamente.
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Con cualquiera de los datos obtenidos se pueden obtener las férmulas de conversion de
angulos medidos en radianes a angulos medidos en grados y viceversa.
Dado que un angulo llano es equivalente a 7 radianes, obtenemos:
nradianes =180°
Por lo tanto

1 radian = 180 grados ~57.30°
T

1 0=% radianes = 0.00075 rad

Nota: Utilizaremos rad como abreviatura de radianes.

Observacion: Recordemos de geometria que, dadas
dos circunferencias concéntricas de radios ry r’,
respectivamente, para un mismo &angulo o que

o) M
subtiende los arcos AB y AB' (ver figura 6), se

&) M
AB _AB

cumple: — . En consecuencia, la razén dada

en (1) sélo depende del angulo y por esto,
se la toma como medida del angulo.

N Figura 6
En particular, si r = 1 resulta que la medidade o es AB=s.

Ejemplo1: ; Cuantos grados hay en un angulo de %n rad?

gg:lfgl\?igto anteriormente tenemos: Cuando se usa la calculadora para

) calcular el valor de las razones

1rad = @grados trigonométricas, verificar que se

T encuentra en Modo Grados

por lo tanto: (sexagesimales) o Modo Radianes

1nrad=1n 180 grados=200 segug sea la medida que se esta
9 9 T usando.

Ejemplo 2: ;Cuantos radianes hay en un angulo de 60 07
Solucién

En forma analoga al ejercicio anterior, pero utilizando la férmula 1 0= rad

Tenemos: 60 ©=60 Lrad = Erad =1.05 rad
180 3

Haciendo los calculos correspondientes, podemos realizar la siguiente tabla:

grados 0 ‘ 30 ‘ 45 ‘ 60 ‘ 90 120 135 150 180
radianes| O ul ul ul ul E 3—n E T
6 4 3 2 3 4 6
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5.5 LINEAS TRIGONOMETRICAS

Sea C(O,1)una circunferencia con centro en el
origen de coordenadas O(0, 0) y radio la unidad. Si
se construye un angulo o con vértice en el origen
y sentido positivo podemos obtener las razones
trigonométricas de ese angulo llamadas funciones
o lineas trigonométricas. Se determinan los

triangulos OéA y OBA‘A’ tales que: el segmento
AB tiene longitud b, el OB longitud a, el A B
tiene longitud b’ y OA y OB' por construccién
tienen longitud 1, es decir, A(a,b), B(a0),
A(1,b),B(1,0).

Con estos datos obtenemos :

AB AB
sena = — = ——
OA 1
OB OB
COS O = — = ——
OA 1
A'B' A'B
tga = = =
OB’ 1

Observacion: Escojamos otro punto P’
cualquiera, a una distancia p >0 sobre

el lado terminal de a. P' con
coordenadas (x',y') determina un

A A
triangulo OP'Q' semejante al OPQ ,

donde: FB :2 ,es decir:
OP'" OP

=senao.

° <

y
1

Del mismo modo se obtiene:

Y

X
cosa=—, tan a =
p X

.....
.
.
.

",
.....

A'B'=Db' eslaordenada del punto A’

Pl

=AB=Db oseaelseno es laordenada del punto A.

=OB =a el coseno es la abscisa del punto A.

Figura 2

axo) | Q.0 x

Por tanto, el valor de cualquier linea trigonométrica de un angulo depende solamente de
la magnitud del angulo y no del punto que se haya tomado sobre el lado terminal.

En particular obtenemos las identidades: cos(a + 2n) = cos a

, sen(a+2n)=sena .

Por esta razon, se las llama funciones periddicas, y en este caso, son de periodo 2n
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Una ecuacion del circulo unitario con centro en el origen es x2 +y2 =1.Yaque x=coso e

y =sena se sigue que:

sen 20c+C0820L =1

que es una de las relaciones fundamentales de la trigonometria.

Ejemplo 1: Hallar las funciones trigonométricas de un angulo en posicion normal cuyo lado

terminal pasa por cada uno de los siguiente puntos :
a)Py34) ; b) Po(-143) ;) Py-2,4) ;  d)P.(2-1)

¢ Qué conceptos tedricos utiliza?
Solucién

b) p=2; senazzg; cosazz—%;tanazz—\/?

Queda para el lector completar. En las siguientes figuras se muestran graficamente la solucion.
y

a3 1
-2

A

Ps

5.5.1 Signo de las lineas trigonométricas

El signo de las lineas trigonométricas de cualquier angulo, depende de los signos de las
coordenadas de un punto cualquiera del lado terminal ya que p>0. Asi, en el primer

cuadrante, ambas coordenadas son positivas, por lo tanto seno y coseno son positivos y como
consecuencia todas las demas. Tenemos entonces el siguiente cuadro:

a | 1] 11l [\
sena + + - -
cosa + - - +
tana + - + -

Queda para el lector hacer figuras similares a la figura 2 para los cuadrantes restantes.
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5.6 SITUACIONES PROBLEMATICAS

1: Un cohete dista 200 m de la puerta y desde ella se observa el extremo del cohete formando
un angulo de 15° por encima de la horizontal. Calcular la altura que esta el cohete.

A
Si hacemos un esquema tenemos un triangulo rectangulo BPQ P

tg 150:% — h =200 -tg15° =

= 200 -0.26799491 150

= 53.589839 B 200 m Q
El cohete esta a aproximadamente a 53.60 m

2: Sabiendo que la torre Eiffel mide 300 m de altura ¢cuanto hay que alejarse para que su
extremo se vea, desde el suelo, 36° por encima de la horizontal.

Solucién
Haciendo un esquema

tg 36°= 300 = x 1g36°=300 m =
X 300 m

300m _ 300 _ 445938 m

“1g 36° 0.7265 36
Debe alejarse de la torre casi cuatro cuadras. X

3: A veces, necesitamos usar triangulos superpuestos, sobre todo, si hay regiones inaccesibles.
c

Desde un patio vemos el extremo superior
de una antena de televisidon levantando la

vista un angulo de 40°. Si nos alejamos en x
la linea recta 30 m, solo hay que levantar la
vista 30° para ver la punta de la antena.
¢, Cudl es la altura de la antena?. -

30 o
D 30m A y

Solucién

Aqui se tienen dos triangulos, cada uno de ellos con datos insuficientes para resolver el
A
problema. Utilizando ambos, en el tridngulo ABC tenemos:

tg 40° = no se conoce X ni y de estos datos, pero como la tangente tg 40°= 0.839

0.839 = = x=0.839y

< |x < | x

A

En el triangulo DBC tenemos:  tg30°= — = = 0.577 = —~— = x=0.577(30+y)
30+y 30+y

En consecuencia tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas en las cuales se
despeja x

x=0.839 y
x =0.577 (30 +y)

igualando obtenemos:  0.839y = 0.577(30 +y) — 0.389y = 0.577-30 + 0.577y
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agrupando las variables en un solo miembro, resulta:
0.839y —-0.577y =17.31 = (0.839-0.577)y =17.31

B 17.31 _17.31
(0.839-0.577) 0.262

= 66.068702 m = 66.069 m

x=0.839-y=0.839-66.069=55.38m

La altura de la antena es aproximadamente 55.38 m
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5.7 Practico: Resolucion de Triangulos Rectangulos

Ejercicio 1: Se sabe que la diagonal del cuadrado mide 7 cm. 4, Cudl es la longitud del lado?.
A
Ejercicio 2: Calcular el perimetro y el area del triangulo isésceles ABC en el que se sabe

que:
AB=BC , AC=24cm y h=5cm es laaltura correspondiente al vértice B

Ejercicio 3: Se sabe que el area del rombo es dTD , 0 sea la mitad del producto de las

diagonales. Obtener el area del rombo de 40 cm de perimetro y la diagonal menor d =12 cm.

Ejercicio 4: En un triangulo equilatero la altura mide 3 cm. ¢ Cuanto miden los lados?

Ejercicio 5: La hipotenusa de un triangulo rectangulo mide 10 cm y uno de los catetos mide el
triple que el otro.

a) ¢Cuanto miden los catetos?

b) Calcular el area.

Ejercicio 6: Determinar en cada caso las medidas de las diagonales de los rectangulos de
base b y altura h

a) b=8cm h=6cm b) b=4cm h=8cm
Ejercicio 7: Calcular la medida de la diagonal de un cuadrado cuyo lado L mide:
a)L=2m b) L= 0,6 m c) L= /5 dm
Ejercicio 8:
C D
El area del cuadrilatero BCDE es de 27 cm?. El area del
1
triangulo ADE es § del area del cuadrado ABCD.
Calcular la longitud de los lados del triangulo.
B A E

Ejercicio 9: Pasar de grados sexagesimales a radianes:

a) 136° b) 45° c) 235° d) 60° e) 300° f) 420°
Ejercicio 10: Pasar de radianes a grados sexagesimales:
a) = b) 3% c) =
3 5 6
51 3n 5n
d) — e) — fy —
) 5 )%, )

Ejercicio 11: Si senc = % encuentre el valor exacto de:

a) cos b) cos(90°—c)
Ejercicio 12: Si tg o =4 encuentre el valor exacto de sen ¢ y c0s o

Ejercicio 13: a) Sabiendo que o es un angulo agudo tal que sena=0.6. Calcular
cosa Yy tga

b) Sabiendo que o es un angulo agudo tal que cosa = g Calcular sena y tgo
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Ejercicio 14: Resolver el triangulo rectangulo, usando la informacién dada:

) b=5 B = 250 A
) a=6 B = 450 o

) b = 4 =120 ¢ >

V) a=5 o = 30° 5

v) =10 o = 40° B ° c

Vi) c =9 B = 25°

Vil) a=2 b-8 Vill) a =2 c=5
IX) b=4 c=6

Ejercicio 15: Sea ABC un tridngulo rectangulo en A, tal que AB=4cm y AC=3cm. Si A, B,
C son los angulos, calcular: cos B, sen B, tg B, cos C,sen C y tg C.

Ejercicio 16: En un triangulo de lados 4 cm, 6 cm y 8 cm, calcular la altura sobre el lado
mayor.

Ejercicio 17: En el cuadrilatero ABCD, el lado AB tiene el doble de la longitud del lado CD.
Sabiendo ademas que los lados AD y CD son iguales, siendo su medida 3 cm, calcular el
perimetro y el area del cuadrilatero.

D C

Ejercicio 18: Un tramo de carretera forma un angulo de 15° con la horizontal. Al recorrer 200
m por la carretera, ¢ Cuantos metros se ha ascendido en vertical?

Ejercicio 19: De un rombo se conoce una diagonal, 24 cm, y el lado, 13 cm. Encontrar la
medida de la otra diagonal.

Ejercicio 20: Encontrar la altura de un trapecio isdsceles cuyos lados paralelos miden 4 cm y
9 cmy los otros 6,5 cm..

Ejercicio 21: Un camino recto con inclinacion uniforme lleva desde un hotel a 2640 metros
hasta un mirador situado a 3663 metros. Si la longitud del camino es de 4653 metros. ¢ Cual es
la pendiente del camino?.

Ejercicio 22: Para determinar la altura de una torre de transmision de television, un
agrimensor camina alejandose 300 metros de la base de la torre. Luego mide el angulo de
elevacion y encuentra que es de 40°. Si el teodolito esta a 2 metros del piso cuando la
observacion se realiza, ¢,cual es la altura de la torre?.

~TT A

=~ 40 %0
300 m a c
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Ejercicio 23: Encuentre la distancia inaccesible AC , del estanque, sabiendo que

—_— N
BC =35 metros y el angulo CBA =40°.

B

Ejercicio 24: Para medir la altura de una montana, un topégrafo toma dos observaciones de la
cima desde dos puntos separados una distancia de 1000 metros en linea recta hacia la
montafia. La primera observaciéon tiene como resultado un angulo de elevacion de 47°, la
segunda tiene un angulo de elevacién de 35°. Si el teodolito esta dos metros del piso, ¢ cudl es
la altura de la montafa®?.

350 47
1000 m E a

Ejercicio 25: En el siguiente dibujo, AT representa una
torre, A el pie de la torre, B y C puntos alineados con A,
siendo BC = 50 m, el angulo ABT = 60° y el angulo

BCT = 30 °. 4 Cual es la altura de la torre?

Ejercicio 26:;En un viaje por una carretera horizontal y recta nos dirigimos hacia el punto mas
alto de una montafa. En un instante dado medimos el angulo de elevacion y es, de 30°,
Recorremos 2 kildmetros y al medir éste es de 45 °. ;Cual es la altura de la montana respecto
de la carretera donde hemos hecho las mediciones?

Ejercicio 27: Una estatua esta colocada sobre una columna de 15 metros. Desde un punto del
suelo situado en la misma horizontal que el pie de la columna, vemos la columna bajo un
angulo de 45°, y la estatua bajo un angulo de 15° mas, ;Cual es la altura de la estatua?
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Ejercicio 28: Se sabe que el aro de baloncesto esta a 3,3 metros del piso. Los ojos de un
jugador de baloncesto estan a 1,98 metros del piso. Si el jugador se encuentra en la linea de
tiro libre a 5 metros del centro del aro de la canasta. ¢ Cual es el angulo de elevacion de los
ojos del jugador al centro del aro?.

Ejercicio 29: Un cierto dia de primavera, un edificio de 100 m de altura proyecté una sombra
de 16,50 m de largo. ¢ Cual era el angulo de elevacion del sol?

Ejercicio 30: En un rectangulo, uno de los lados mide 5 cm y su area es de 50 cm?. ¢ Cuanto
mide la diagonal?.

Ejercicio 31: En un cuadrado, cuyo perimetro es de 8 cm se han marcado los puntos medios
de los lados. Calcular el perimetro y el area del cuadrado que se obtiene al unir esos puntos.

Ejercicio 32: Se inscribe un cuadrado en una circunferencia de radio r =8cm

a) ¢Cuanto miden el lado y la diagonal de ese cuadrado?.

b) Calcular aproximadamente el area de la porcion del circulo que no esta ocupada por el
cuadrado?.

c) Sise quisiera el valor exacto del area pedida en la parte anterior ;cOmo se expresaria?.

Ejercicio 33: En un triangulo rectangulo los catetos miden 3./5 y 4.5 . ¢ Cuanto mide su
hipotenusa?. ; Cual es su perimetro?.

Ejercicio 34: Encontrar el valor exacto de cada una de las tres funciones trigonométricas de
un angulo positivo si (4,— 3) es un punto en su lado terminal.

Ejercicio 35: Dado sen 6:% y cos 6< 0, encontrar el valor exacto de cada una de las otras

dos funciones trigonométricas.

Ejercicio 36: Utilice la periodicidad de las funciones para encontrar el valor exacto de cada
una de las siguientes expresiones.

. sen 405°
1. cos 420°
1. tg 21n

V. cos &
4
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CAPITULO

Funciones

Las funciones constituyen una herramienta util para describir, analizar e interpretar situaciones
provenientes tanto de la matematica como de otras ciencias.

La gréfica de una funcion permite rapida y visualmente tener informacion de cémo varian las
magnitudes que la funcién relaciona, cuales son los intervalos de crecimiento, cuales de
decrecimiento, en general cudl es la tendencia del fenémeno que la funcién describe.

Cuando se necesitan obtener resultados precisos, y manipularlos cuantitativamente se utiliza la
expresion algebraica, férmula o también llamada regla de correspondencia de la funcion.

Este capitulo aprenderemos a:

Interpretar una funcién dada mediante su grafica.

Representar de diferentes maneras las funciones (por formulas, por gréaficos, por tablas,
etc.).

Analizar algunos ejemplos que tienen un comportamiento que puede describirse por una
funcién lineal.

Identificar las caracteristicas de las funciones lineales.

Obtener la ecuacion de una recta y hacer su gréafica.

Relacionar interseccién de rectas, rectas paralelas y perpendiculares con las ecuaciones y
los sistemas de ecuaciones lineales.

Resolver problemas donde la funcién que describe la situacion es una recta o trozos de

rectas.

Representar las funciones cuadraticas f(x):ax2+bx+c como traslaciones de la

parabola y = ax?.

Determinar los puntos de corte de una parabola con el eje x, y su relacién con las raices de
la ecuacion de segundo grado.

Resolver problemas donde la funcién que describe la situacion es una funcién cuadratica.
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6.1 FUNCIONES y GRAFICAS

¢, Qué es una funcion?

Una relacion entre dos variables, cominmente designadas

por x e y, se llamarda funcién siempre que se pueda y
encontrar una ley que asigne a cada valor de x (variable
independiente) un Unico valor de y (variable dependiente).

Se dice en este caso que y es funcion de x. \ y

Se utiliza un sistema de ejes cartesianos ortogonal para su
representacion grafica. Sobre el eje horizontal, eje de ~ \ X

abscisas, se representa la variable independiente. Sobre el
eje vertical, eje de ordenadas, se representa la variable
dependiente.

Las funciones sirven para describir fenédmenos fisicos, econdémicos, bioldgicos, sociolégicos o
para expresar relaciones matematicas.
Ejemplos:

= La presién al variar la profundidad en el mar. La presion es funcion de la profundidad.
Profundidad = variable independiente; Presion = variable dependiente.

= Distancia recorrida por un mévil al variar el tiempo; es decir la distancia recorrida es funcion
del tiempo. Tiempo = variable independiente; Distancia = variable dependiente.

= El area de un cuadrado al variar la longitud de su lado; el area de un cuadrado es funcién
de su lado.

= El precio de las manzanas al variar las estaciones; el precio de las manzanas es funcion de
los meses del afio.

6.1.1 Distintas formas de representacion:

Una funcion puede darse por su grafica, por un enunciado que describe el fenémeno, por una
tabla o mediante una férmula con la que se relacionan las dos variables.

Analizamos a continuacion algunos ejemplos.

Temperatura(°C)

A

Por su gréfica:

1.- La grafica describe la temperatura ]
ambiente, en un cierto lugar, en cada 355
instante de un dia. ]

. . 304
Sobre el eje horizontal los valores o
representan la variable tiempo medida ]
en horas, y en el eje vertical la 20§
temperatura en °C. 154
A las 0 horas (12 de la noche) la 104
temperatura fue de 10° a las 8 de la 5
mafiana un poco menos de 15° a las N .
14 de 25°. Y2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 2

horas

A

2.- La gréfica muestra como varia Altura(cm)
la altura del liquido en el recipiente

X a medida que se echa agua con 25
un vaso. 20+
Con dos vasos se alcanza una 154
altura de 5 centimetros. Hemos 10
dibujado la gréafica imaginando que 5]
se ha echado el agua en forma
continua.

n° de vasos
Volumen

X 11 2 3 45 6 7 8

124



UNSL Facultad de Ciencias Fisico, Matematicas y Naturales

3.- En la siguiente gréafica se muestra aproximadamente la relacién altura-volumen para
distintas formas de recipientes X, Yy Z.

Volumen
GANANCIA

4.- El grafico representa la ganancia A\ en miles de pesos
anual de cierta empresa, desde 1995
hasta 2002. O e
En este caso el dominio de la funcion es 800 N oo
el conjunto de los afios [ I S S S S S B
{1995,1996,1997,1998,1999,2000, 600f———e it i
2001,2002}, tiene dominio discreto. 500 o <
No deben unirse los puntos del grafico. % % o % % ® 0 B TEMPO

en anos

Por un enunciado:

5.- El precio de las manzanas varia a lo largo de un afio de la siguiente forma:

En el primer mes de afio se mantiene estable a $1.00 por kilo. A fines de febrero comienza a
bajar hasta mediados de Abril que llega a $0.50 el kilo manteniéndose hasta fines de Mayo en
ese valor, en Junio comienza a subir hasta llegar a poco mas de $ 2.00 por kilo. A fines de
Noviembre nuevamente baja, teniendo a fin de afio un precio de $1.00 por kilo.

Graficamos la situacién enunciada marcando PRECIO
. . . . en pesos

en el eje horizontal el tiempo, y en el eje L

vertical el precio, obtenemos la curva

aproximada de la funcién que describe la ;gg
variacion del precio del kilo de manzanas en 1'50 :
funcioén de los dias del afio. ' :
1.00§==
050}
E:
Por unatabla:
6.- El costo del envio de paquetes postales de
hasta de 12 kilos depende del peso del mismo.
La tabla muestra la relacién: peso del paquete-costo.
peso menos de de de de de de
en kilos
de5kg. | 52599 | 62699 | 72799 | 82899 | 92999 | 10al2
costo
en pesos 450 5 5.50 6.50 7.50 9 11

Por una férmula:

7.- La férmula d(t):50—5'[2 describe la caida de una piedra desde un edificio de 50 metros de

altura, es decir la férmula permite calcular la distancia de la piedra hasta el suelo después de t
segundos.

Veamos como utilizar la férmula para responder algunas preguntas:
= ;A qué altura se encuentra la piedra después de 2 segundos?

Se calcula d(2), o sea 50-5-22=30.
Después de 2 segundos la piedra se encuentra a 30 metros de altura.
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= ¢En que instante la piedra toca el suelo?
Observar que estamos buscando altura cero; d(t) describe la altura de la piedra en funcion del
tiempo por lo tanto se resuelve la ecuacion 0=50-5t2

50-5t2 =0 = 50=5t> = 10=t%> = t =10, porlo tanto, t=~/10

La piedratoca el suelo después de 3 segundos.

8.- El area de un cuadrado se puede expresar en funcién del lado. Si el lado del cuadrado es X,
la formula de la funcion area es A(x)=x2.

= ¢ Cudl es el &rea en cm? de un cuadrado de lado 0.55 m?
Reemplazando en la formula A(0.55)=0.552 =0.3025 m?

El 4rea es de 3025 cm?>.

- . 4
9.- El volumen de una esfera se puede expresar en funcion de su radio: V(r) = 5”3'

Conocer la férmula o regla de correspondencia de la funcién,
permite obtener con precision los valores de la funcion a partir
de los valores de la variable independiente.

6.2 DEFINICION DE FUNCION

Una funcion f queda determinada por un conjunto A, llamado dominio, un conjunto B y una ley
de correspondencia que asocia a cada elemento x del conjunto A un Gnico elemento y del
conjunto B.

Se escribe f: A — B (seleelafuncion f de A en B)

Gottfried Wilhelm Leibniz fue el
primero que utilizé la palabra funcion,
en 1694, para denotar cualquier
cantidad relacionada con una curva,
como las coordenadas de uno de sus
puntos o su pendiente. Cuarenta afios
mas tarde, Leonhard Euler empleé la
palabra  funciébn para  describir
cualquier expresion construida con
una variable y varias constantes. Fue
él quien introdujo la notacion y=f(x).

6.2.1 Funciones de una variable real

Las funciones que mas nos van a interesar en matematicas | R: conjunto de ndmeros
son las funciones numéricas. reales.
Consideraremos que x toma valores sobre un subconjunto de | R": reales positivos,
los numeros reales y, los correspondientes valores de y | R reales negativos.
también seran reales, de modo que estudiaremos funciones

reales de una variable real. Para designar funciones
arbitrarias usualmente

usaremos las letras f, g, h,

Sea A un subconjunto de R (A < R), una funcién f de A en R F.G.C. V. etc.

(f:A—>R ) es una regla o correspondencia que asocia a
cada elemento x de A un Unico elemento y de R.
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Dominio es el conjunto formado por todos los valores que puede tomar la variable
independiente; sera un subconjunto no vacio de nimeros reales o todo R.

Imagen o rango es el conjunto de los valores que toma la variable dependiente o sea todas las
imagenes de los elementos del dominio; para el caso de funciones de variable real, sera un
subconjunto no vacio de nimeros reales o todo R.

Si f es una funcién, el simbolo f(x ) (se lee f de x) representa la operacién que debe hacerse
con x para obtenery o sea f(x ) = valor de f en el nimero x .

En simbolos x a y =f(x).

Por ejemplo, si f(x)=3x*+4, f(2)=3.2°+4=16

Una funcion de variable real se representa graficamente en el plano cartesiano.

El grafico de una funcion f: A-R, (con A y
subconjunto de R, dominio de f) es el conjunto
de todos los puntos P(x,f(x)) del plano.

Es decir es el conjunto de todos los pares
ordenados, cuyo primer elemento pertenece al
dominio de f y el segundo a su imagen, que es
un subconjunto de R.

Imanen

dominio

Ejemplos

1. A cada numero real x le asignamos su
triple, es decir, 3x

En simbolos x a f(x)=3x.

Damos algunos valores para x, y obtenemos los correspondientes valores de y.
Los anotamos en una tabla:

N Wi

y=f(x)=3x | O 3 -3 12 -6

Njw [N
o

i Un punto (x,y) pertenecera al grafico de esta funcién
YA siy sélo si, y es el triple de x .
ST Los puntos (0,0), (1,3), (-1,-3)... de la tabla
A R R A pertenecen al gréafico, pero el grafico de la funcion
[ esta formado por todos los pares (x,y) donde x es
Poioioi i un numero real ey =3x, por eso dibujamos una
1 2 3 4 5 6 7 8x” linea continua.
SN S S N N El dominio de esta funcion es R y la imagen también
es R.

= N W O

chN

2/: i e La expresion y =3x se llama férmula, ecuacion,
. R S S S S formula o ley de correspondencia de la funcién.
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—_
i D
y r y y r
>"\ r
/1 \ O NEAVA
4 X
X X N1 X V \
(c (d)
@)
La grafica (a) representa una funcién, porque para cada x le Recordar

corresponde un dnico y.

La segunda (b) no lo es, porque para algunos valores de x,
por ejemplo para x=2 le corresponden varios valores dey.

El grafico (c), de una circunferencia no es funcion.
(d) si lo es, para cada x hay un Gnico y.

Un gréfico representa una
funcién si dada cualquier
recta r paralela al eje y, ésta
corta al gréfico en un anico
punto.

3.- Para la funcion y = g(x) del grafico de la figura siguiente (a).

y ¢ Qué valores del
namero 2? .

X Para responder
siguientes pasos en el grafico de la funcion (b).

dominio tienen como imagen el

¢ Cual es el valor de la funcién en 1.5?

La primer pregunta se puede traducir asi:
encontrar los valores de x tales que g(x)=2; y la
segunda calcular g(1.5).

las preguntas seguir los

, Y (b)
Trazar una recta horizontal por y=2.
Bajar desde los puntos de corte con la grafica una 2
perpendicular hasta cortar el eje x.
Estos valores de x, son los que cumplen la
condicioén: g(x)=2. B
g(3)=2 y g(-0.6) = 2, es decir los valores del 0.5f-------
dominio son x =-0.6 y x=3. , L ,
-0.6 1.5 3 X
Para determinar g(1.5), marcar el punto 1.5 en el
eje de las abscisas, levantar una perpendicular - Y =9(x)

hasta encontrar el grafico, y proyectar ese valor en
el ejey. Observar que g(1.5) = 0.5.

EJERCICIOS

1.- Se estudia la evolucion del peso de un paciente obeso, se cuenta con los siguientes datos:
Comenzo el tratamiento con 100 kg. de peso; el tratamiento dur6 10 meses; bajé 4 kg. el
primer mes; 3 kg. el segundo, 2.5 kg el tercero, y luego a razén de 1 kg. por mes.
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(a) Hacer un gréfico del peso que perdi6 el paciente mes por mes. Marcar en el eje horizontal el
MES Y en el vertical el PESO PERDIDO en kilogramos.

(b) Hacer un gréfico que describa la evolucion del peso del paciente respecto de los meses de
tratamiento. En eje horizontal marcar el MES y en el vertical el PESO del paciente.

(c) Al aumentar el nimero de meses de tratamiento, ¢aumenta o disminuye el peso que pierde
el paciente? ¢aumenta o disminuye el peso del paciente?. Para contestar observar las gréaficas
obtenidas en a) y b).

2.- Explicar porqué las graficas que se muestran en la figuras (a) y (b) no son gréficas de una
funcion.
Y (@) v (b)

D
O T B

3.- Un grupo de estudiantes decide hacer una excursién en bicicleta hasta un lago ubicado a 35
Km. de su pueblo, almorzar alli y luego regresar. Para llegar hay que seguir un camino con
subidas y bajadas.

Descanso

PERFIL DEL TRAYECTO

Usando las representaciones contestar las siguientes preguntas:

S R R T T @) ¢Aqué hora partieron?
35 N : b) ¢Cuantos kilémetros recorrieron

32,5 — aproximadamente desde el
30 : | comienzo de la primer cuesta
275 H hasta la cima?

J

25 N 7 ettt ) ;Cuanto tiempo se detuvieron a
B A R descansar en la hondonada?

€
< 225
8 2 d) ¢Qué distancia aproximada hay
S 175 desde la hondonada hasta el
o 5 lago? ¢ Cuanto tardaron en
e 12,5 recorrerla?
10 e) ¢Cuanto tiempo usaron para
75 almorzar y descansar?
5 f) Completar el gréafico tiempo-
25 distancia, dibujando una curva
Y S S N S S S S S R S posible que describa el trayecto
© 8- 9:10:11:12:13: 14: 15: 16: 17: 18: 19: 20: de regreso.
Tiempo(h)

4.- Seaf: R»R, unafuncion definida por f(x)= x3 —2x +1.
Calcular f(0); f(2) y f(4/2); f(h+1).

5.- Seag: R—»R, unafuncién definida por g(x) = X% —4x+7.
¢ Para qué valor o valores de x se verifica que g(x)=7? ¢Para cuales g(x)=2?
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6.- Para las siguiente funciones dadas por tablas, decidir cuales son funciones y cuales no.
Explicar en cada caso.

X f(x) X g(x) X h(x) X s(x)

1] 1 0 | 1 1| 2 0] 1
1| 1 i 41 1| 2 2 | 3
7|2 2 | 2 7 a2
4 | 2 1 1 3 | 2 o | o
0 [0 1] 1 0 | 2 1 1 1
1 [ 1 2 | -1 1| 2 2 | 2
4 | -2 2 | -1 3 | 2 1 1
1] _1 -1 -1 1] 2 4 | "2
4 2 4 2 4

6.3 FUNCIONES LINEALES

Entre los tipos de funciones posibles hay uno especialmente importante, el de las funciones
cuya grafica es una recta o parte de ella. Los fenémenos que describen se caracterizan porque
la variacion de la variable dependiente es proporcional a la variacion de la variable
independiente.

Una funcién lineal se expresa de la forma, f(x)=mx+b con my b ndmeros reales.
El dominio de una funcién lineal es el conjunto de los nimeros reales.

Las ecuaciones y =mx representan rectas

que pasan por el origen de coordenadas, se
llaman funciones de proporcionalidad.

+C6mo dibujar la funciény = %x ?

Sabemos que pasa por (0,0); basta obtener T e
otro punto, se consigue dando un valor I A
particular a x, tomemos x=4, A — e

entoncesy =%-4:1 .

Recordar:

Es una recta que pasa por (0,0) y (4,1) como la Bastan dos puntos para determinar una recta

del gréfico.

La funcion de ecuacion y= f(x)=x es de proporcionalidad y se denomina funcién identidad.

Ejemplo 1: Hay balanzas en las que se puede digitar el precio por kilo de la mercaderia que se
va a pesar. Al colocar la mercaderia, la balanza indica el peso en gramos y el precio total.

Por ejemplo, un tipo de pan cuesta por kilo $1.20. Si ponemos sobre la balanza 1500 gramos
indicara el valor a pagar de $1.80.
Completar la tabla:

Peso (gramos) 0 1 100 | 450 500 600 1000 1500

Precio (pesos) 0.0012 | 0.12 | 0.54 1.20 1.80
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Por cada gramo de aumento, el precio sube 0.0012 pesos. Observamos que el costo es
proporcional al peso.
La ecuacidn que representa la situacion es una recta que pasa por origen:y = 0.0012 x .

El nimero que acompafia a x es la constante de proporcionalidad, para este caso es el precio
por unidad de peso, o pendiente de la recta.
El dibujo de la recta queda como ejercicio para el lector.

Ejemplo 2: La inclinacion de cada recta
viene dada por su pendiente, m, que es el
aumento o disminucion que experimenta la
variable y cuando la variable x aumenta

una unidad.
Dada la grafica de la recta s, se puede
calcular la pendiente, observamos que
pasa por (0,0) y por (3,2). Es decir cuando
X avanza 3 unidades, y sube 2.
. 2 . 2
La pendiente de larecta s esg , SU ecuacion y = §X
La ecuacién de larectar, es y = —x porque cuando x avanza 1, y baja 1,0 sea m = _T
EJERCICIOS
1.- Representar en un sistema de ejes coordenados: a) y =x (funcion identidad) b) y =-3x.
2.- Dar la ecuacién de cada una de las rectas.
N\
AW IR R R BN =
|- FRER RN - SN
X
E \ - I I

Recordar L . . o L
La funcién de ecuacionf(x) = mx + b tiene las siguientes caracteristicas:

- esuna funcién cuya representacion grafica es una recta.

- m (coeficiente de x) es la pendiente, expresa la variacion de la variable y
cuando x aumenta una unidad.

- beslaordenada al origen, la recta corta el eje y en el punto (0,b).

6.3.1 Obtencion de la pendiente conociendo dos puntos de la recta.

Un punto P(Xo,Y,) pertenece a la recta de ecuacion y = mx + b, si y sélo si sus coordenadas
la verifican: yg = mxgq +b .

Por ejemplo P(2,-1) pertenece a larecta y = 3x — 7, se verifica laigualdad -1=3-2 -7 . El
punto Q(1,2) no pertenece a la recta, puesto que no verifica la ecuacion: 3.1-7 =4 = 2.
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Dados dos puntos que pertenecen a la recta podemos determinar la pendiente de la misma.

Por ejemplo, los puntos A(3,14) ; B(2,11); C(0,5) AN
y D(-1,2) pertenecen a una recta (ver figura
adjunta).

Calculamos para A(3,14) y B(2,11),

Yo—VY1 _ 11-14 _ -3 _

-3
X9 — Xq 2-3 -1
Para C(0.5) y D(-1.2),
Yo—=Y1_2-5 _3_
Xy — X1 -1-0 -1 SR
Para D(-1,2) y A(3,14). :
yo-y,  14-2 12 7 [Tz3¢567809 - >x

Xy — X1 3—(—1)_4

Observamos que en los tres casos Y2 = Y1 _ 3, este es el valor de la pendiente.
X2 = X1

La ecuacién de larectaes: y =3x+5 .

Dados dos puntos cualquiera pertenecientes a

P2(x2.¥2) una recta, si calculamos la diferencia de las
Yo Y1 ordenadas de los puntos (variacion de y), sobre
ariagion de y la diferencia de las abscisas (variacion de x)
P y1) obtenemos la pendiente de la recta que pasa
1 1 Y1 H
' ) por dichos puntos. m = Y271
variacion de x Xo — X1

6.3.2 Signo de la pendiente

Si m>0, la recta, de izquierda a derecha sube, es creciente.

Si m<0, la recta, de izquierda a derecha baja, es decreciente.

Si m=0, la recta es horizontal, los valores de y permanecen constantes.
Para el caso m=0, la ecuacién es y= constante, recta horizontal

Por ejemplo la recta que pasa por los puntos (1,4) y (-2,4) tiene ecuacion y=4.
En particular la ecuacién y=0 corresponde al eje X .

/|

/ X X X

creciente decreciente constante
m>0 m<0 m=0
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6.3.3 Gréficas de rectas usandomyb

Por ejemplo, para graficar larecta y = -3x+5

Marcar el valor de b (ordenada al origen) sobre el eje
y, es decir el punto (0,5).

A partir de ese punto, como la pendiente es —3 = _—13
se toma una unidad a la derecha y 3 unidades hacia
abajo, asi se obtiene el punto (1,2). Uniendo ambos
puntos obtenemos la gréafica deseada.

N
N
0 N :
N ;
n S
D Vi 5
P LN :
f AN S
i X 345 X
: \ :
D\

EJERCICIO

Representar las rectas de ecuaciones:

a)y =2x-3 b)yz—gx c)y=5

6.4 ECUACION DE LA RECTA SI SE CONOCE UN PUNTO Y LA

PENDIENTE

Si conocemos de una recta que pasa por un punto (Xg,Yq) Y tiene pendiente m, podemos

obtener otra expresién para su ecuacion.

Como el punto (Xqg,Yg) pertenece a la recta verifica su

ecuacion y = mx + b, es decir yg = mxg +b , despejando se PUNTO-PENDIENTE:
obtieneb = yy — mxg , reemplazando en la ecuacion general Y —Yo =m(X-Xg)

queda y =mx+(yg—-mxg) dedondey =m(x-Xg
o0 la expresion equivalente:y —yq = m(X — Xg)

Ejemplo 1: Dar la ecuacién de la recta que pasa por (3,

Solucién

ECUACION

)+ Yo

4) y tiene pendiente m=5.

Usamos la forma PUNTO-PENDIENTE y —4 = 5(x —3) de donde y =5x -11.

Ejemplo 2: Dar la ecuacion de la recta que pasa por (-3, -1) y tiene pendiente —% .

Solucién
1 1 5
—(-1)=-=(x—-(-3)) de donde =—=X-—
y —(-1) 2( (-3)) y=-ox-2

6.5 ECUACION DE LA RECTA QUE PASA POR DOS PUNTOS

Para determinar la ecuacién de una recta si
conocemos dos puntos (Xg,Yg) Y (X1,Y1)que
pertenecen a ella, calculamos la pendiente
_Y1—Yo
B X1 —Xp

m siempre que X1 # Xq .

ECUACION DE LA RECTA QUE
PASA POR DOS PUNTOS:

Y —yo =220 (x_xg)si xg # X,
X1 —Xp

y usando la ecuacion PUNTO-PENDIENTE
obtenemos:
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Y1—Yo ;
Yy-Yo=""—""-(X=Xg) Si X; #Xg
X1 = Xp
Observacion: Si xq =X4, la recta que une los puntos (Xo,Yo) ¥
(x1,y1) esta en posicion vertical.

Las rectas verticales no representan funciones, su ecuaciéon es
del tipo x = constante.

Por ejemplo, la ecuacion de la recta que pasa por (2,1) y (2,3)
es x=2. 1

En particular la ecuacion x = 0 corresponde al eje y.

Ejemplo 1: Obtener la ecuacion de la recta que pasa por P(6,1) y Q(-2,7).

Solucién
U _Y1-Yo ;
samos y —yg = —(X—Xg)Si Xg #¥Ygo
X1 —Xp
m = -1 :i:—E Luego la ecuaciénes: y-1:—§(x—6)
-2-6 -8 4 4

Ejemplo 2: a) Encontrar la formula para calcular la cantidad de agua que queda cada dia, en
una represa que pierde agua de manera uniforme, si la cantidad inicial es de 1150 millones de
litros y los datos diarios son:

Dia 1 2 3

Millones de 1130 1110 1090
litros de agua

b) ¢Si continta la pérdida de 20 millones de litros por dia, en cuanto tiempo se quedara vacia
la represa?
¢) ¢ Cuando tendra 150 millones de litros?

Solucion
a) Conocemos los puntos (1, 1130) y (2, 1110). Como la pérdida es uniforme una funcion lineal
describe la situacion.

x mide el tiempo en dias; y los litros de agua, en millones.
La ecuacion es:

1.110-1130 (
2 —
C(x) expresa la cantidad de agua de la represa en x dias.

y —1130 = x-1) = y=-20x+20+1130 = y =-20x+1150

Laférmula buscadaes: y = C(x) = -20x + 1150

b) Quedara vacia cuando la cantidad de agua sea cero. Es decir C(x)=0.
Resolviendo la ecuacion:

1150
0=-20x+1150 = 20x=1150 = x =0 - 57.5

Quedara vacia a los 57 dias y medio.

c) Para responder debemos resolver la ecuacion: C(x)=150.

~ 1000
=0~
Larepresatendra 150 millones de litros de agua cuando pasen 50 dias.

150 = -20x +1150 = 20x=1150-150 = X 50
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Ejemplo 3: Obtener la ecuacion de la recta que corta al eje x en “a” y al eje y en “b”".

Solucion
Se desea encontrar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (a,0) y (0,b) con a=0 ; b=O0.
Usamos la ecuacion general de la recta que pasa por dos puntos.

b

b—O(x—a)dedonde y:—g(x_a) = y:‘g“b

- 0-a

y-0

operando: ay =-bx+ab = bx+ay =ab (ab=0),dividiendo por ab se obtiene : 1+%:1
a

En algunos casos es util esta forma de la ecuacion de la recta.

Usando esta forma de expresion, la ecuacion que corresponde al problema de la represa es:

y

X y
——~_+—2_ =1 de estaforma trazar su 1200~ e :
57.5 1150 N I :
1000 \ H : H
- . . 8004 E— :
gréfica es inmediato, ya que basta marcar los 6001 NP :
puntos de corte con los ejes x =57.5 ey =1150 a00l i NG :
y luego unir con una recta. 200 . i ¢ ¢ N :

o 0 b N P

10 20 30 40 5 60 X

ECUACION DE LA RECTA QUE CORTA

ALEJEXENx=aY AL EJEy eny=b
i_{_l:l
a b

llamada forma segmentaria de la recta

14

Ejemplo 4: Graficar %+%=1. 3/ 2

7~

XY equivalea y :§x+2
-3 2 3

Solucion X

Es sencillo, ya que conocemos que corta al eje x en
x=-3 yalejeyeny=2.

Ejemplo 5:
Dada la recta de ecuacion: 2x—3y =1 dar su representacion grafica.
Solucién
. . ., X
Teniendo en cuenta lo anterior, la ecuacion se transforma en: T Ll =1
2 3

. 1 . 1 L e
luego la recta corta al eje xen 5 yalejeyen ~73 . porlo cual la representacion grafica se

obtiene de inmediato, se deja al lector el trazado.
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6.6 RECTAS PARALELASY PERPENDICULARES

En la figura observamos que las rectas r y s tienen la misma

inclinacion, no se cortan, es decir son paralelas. %
r y t forman al cortarse un angulo recto, es decir son s
perpendiculares. Lo mismo s y t.

En general, si dos rectas son paralelas tienen la misma
pendiente, y reciprocamente, si dos rectas tienen igual
pendiente son paralelas.

4
Dos rectas son perpendiculares si y soélo si el producto de // \ X

sus pendientes es -1, o dicho de otra forma la pendiente de
una, es la reciproca cambiada de signo de la otra.

y =mq X+ bl son paralelas < m;=m,
. ) 1
Dosrectas : e son perpendiculares < m;-m, =-1, osea my = ——
y =my x +b, My

Ejemplo 1: Las siguientes ecuaciones y =2x+3 y ¥y =2X—g corresponden a rectas

paralelas. Ambas tienen pendiente m = 2. Como ejercicio,

graficar ambas en un mismo sistema cartesiano. y
o] y=18
y=1
Ejemplos 2: La pendiente de cualquier recta horizontal es
cero. Observar lasrectas y=1,y :—% Y =3 dela figura. } 2 X
y =

-

Ejemplo 3: Dada la recta r que se muestra en la figura, determinar la ecuacion de la recta:

y r a) paralela ary pase por (2,-3)
/ b) paralela ary tenga ordenada al origen V2
/ 1 c) perpendicularary corte al eje x en Xq :%
/—1 X

Solucion
a) Lapendiente m de larectar de la figura es 1.
La ecuacion pedida es y — (-3) = 1(x - 2) llevada alaforma y=mx+b, queda y = x -5.

b) m=1;b =42 la ecuacion es y =x+42.
c) La pendiente de la recta buscada es -1y pasa por (% ,Oj .

L 7 7
La ecuaciones: y = —1(x _EJ =—-X +E

Se deja como ejercicio para el lector dibujar en un mismo sistema de ejes las rectas obtenidas
ena)b)y c).
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Ejemplo 4: Seleccionar entre las siguientes ecuaciones, las que representan rectas

perpendiculares.
y =3x-5; y:%x+£; y =-3Xx+5; %+x:1‘

+5x =0.
2 y

Solucioén
La segunda y Ultima ecuacion verifican que el producto de sus pendientes es -1.

1 :
T (— 5) = -1, por lo tanto son rectas perpendiculares.
Como ejercicio, calcular las pendientes de las otras rectas y comprobar si hay paralelas.

6.7 FORMA GENERAL DE LA ECUACION DE UNA RECTA

Todas las formas de ecuaciones de rectas que hemos visto pueden ponerse como una
expresion del tipo:ax + by +¢ =0, con a,b,c € R, se llama forma general de la ecuacion de

la recta.

Observacion:

e Esta es la expresion de una ecuacion lineal con dos incégnitas (se estudié en el capitulo 2)
y la representacion grafica es una recta.

e Setiene una funcion lineal siempre que sea b = 0.

e Paralos casos a= 0y b =0, seran rectas paralelas al eje y, y no corresponde a la grafica de
una funcién.

Ejemplo: Determinar la pendiente y la ordenada al origen de larecta 5x -7y +11=0

; 5
pendiente = =
' . 5 11 7
Despejando y obtenemos: y = 7x + - por lo tanto "
ordenada al origen = =

Para representarla, se pueden utilizar los datos de la pendiente y la ordenada al origen o dando
valores encontrar las coordenadas de puntos que satisfagan la ecuacion.

Sihacemos x=2 = 5-2-7y+11=0 = y= % =3 el punto (2,3) pertenece alarecta
11 11
Para x=0 = 5:0-7y+11=0 = y= - el punto (0,7) pertenece alarecta

Marcando y luego uniendo con una recta los puntos de coordenadas (2,3) y (O%)

obtendremos la representacion de grafica de la ecuacion 5x — 7y +11=0.
6.8 INTERSECCION DE RECTAS

El problema geométrico de determinar el punto de interseccion de dos rectas es equivalente al
problema algebraico de resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incAgnitas.

a;x+byy+c=0

el punto interseccion o de corte P(x,y)
a,Xx+boy+c, =0

Dadas dos rectas en forma general {

se encuentra sobre ambas rectas y es la solucion del sistema de ecuaciones.

Se pueden presentar los siguientes casos:

= Que las rectas no tengan ninglin punto en comun (rectas paralelas no coincidentes).
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N\

es incompatible o inconsistente, no tiene solucion.

)
(s)

x+y=1

Ejemplo:
jemp x—y =0

{

el punto P(x,y) es la interseccién de las rectas, en este ejemplo

1\

Que las rectas tengan un punto en comun (rectas que se cortan en un (nico punto).

p[l 1).

2'2
Resolviendo el sistema x =1/2 e y =1/2.
El sistema es compatible determinado, tiene solucién uUnica.

X+y=1

: .M
Ejemplo:
3x+3y =3

(s)

{

Si graficamos las rectas ry s, se puede comprobar que son
coincidentes; por lo tanto la interseccion es el conjunto

Que las rectas tengan infinitos puntos en comun (rectas coincidentes).

AN

infinito de puntos que pertenecen a cualquiera de ellas.
El sistema es compatible indeterminado.

i\

incognitas x e y, despejar la variable y de ambas ecuaciones

Para resolver graficamente un sistema de dos ecuaciones lineales con dos

rectas. La solucion es el punto interseccién de las rectas en el gréfico.

y graficar las

Ejemplo: Ana y Luis son hermanos quieren llegar juntos a casa de su madre para darle un

obsequio.

Ana vive a 32 km. de la casa de la madre y se dirige hacia alli en automovil, a una velocidad

constante de 60 km/h. Luis vive en la misma ruta, pero a 10 km mas
mama. Va en moto a una velocidad constante de 40 km/h.

cerca de la casa de su

Combinan el encuentro por teléfono y ambos hermanos salen simultaneamente de sus

domicilios.
¢Al cabo de cuanto tiempo se produjo el encuentro?
¢El encuentro se produjo exactamente al llegar a la casa de la madre?

Solucién gréfica:
Damos nombre a las variables:
t: tiempo que tardan Ana y Luis en encontrarse.

d: distancia recorrida por Ana en el tiempo t.
d —10: distancia recorrida por Luis en el tiempo t.
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d=60-t
d-10=40-t

d =60t

Planteando las ecuaciones obtenemos
d =40t +10

equivalente a {

Cada ecuacion es una funcion lineal de variable independiente t.
Para obtener la representacion gréfica, calculamos algunos valores para Ana y Luis y los
anotamos en una tabla.

Ana |t (horas) 0 04 |05 |06 |07
d (km) 0 24 |30 |36 |42
Luis | t (horas) 0 04 |05 |06 |07
d (km) 10 |26 |30 |34 |38
d(km El punto comdn de ambas funciones es (0.5,30),
IR Y punto interseccion de las rectas y encuentro de
40 |4+t~ A4=+"1+—1 |os hermanos.
R e
20 }— / i3  En el grafico vemos que el encuentro entre los
10 / i i————+—i-—i  hermanos se produce a la media hora, a una
Y R KA w3 distancia d=30 km.

t(horas)
Faltaban 2 km para llegar a la casa de la madre.

Solucién analitica del sistema

60t=40t+10 = 60t-40t=10 = t:%:O.Shoras

de la primera ecuacién: d =60-0.5=30km
Se encuentran alos 30 minutos y no en la casa de la madre

6.9 FUNCIONES DEFINIDAS POR TROZOS

Ejemplo: 1: Se pone a calentar un recipiente

con agua. La temperatura del agua varia segun TC)
el tiempo transcurrido de acuerdo a los datos
del gréfico. 110 T
a) ¢ Como encontrar una formula para la funcion 100 [+ /
representada? 9 {FE / :
b) Calcular e interpretar T(3), T(5) y T(9). 80 — 2/: :
(' N A
Solucion 60
SO
a) Observamos que el grafico se compone de 01— L
dos segmentos de recta, uno para los valores b/
comprendidos entre 0y 5y otro para los valores 01 /-
de t mayores que 5. 1wV
La porcion del grafico que corresponde a N N N R N N N N I
0<t <5 es un trozo de la recta que pasa por 1:2: 3: 4: 5% 6: 7: 8: 9:10;

los puntos (0,10) y (5,100); para t >5 es una t(minutos)

parte de una recta horizontal de ecuacién
T =100.
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Determinamos la ecuacion de larecta T = mt + b que pasa por los puntos (0,10) y (5,100),
~100-10
~ 5-0
La formula de la funcion T(t) que mide la temperatura del agua en funcion del tiempo t esta
compuesta por dos partes lineales y se expresa asi:

b =10; =18 Resulta T(t)=18t+10 para 0<t<5

()= 18t+10 si 0<t<5
- 100 si t>5

b) Paracalcular T(3)se utiliza T(t)=18t+10 porque 3<5 = T(3)=18.3+10=64
Significa que a los 3 minutos el agua esta a una temperatura de 64°C.

Para calcular T(5)se utiliza T(t)=18t+10 porque 0<5<5 = T(5)=18.5+10 =100

Para obtener T(9)se utiliza T(t)=100 porque 9>5 = T(9)=100
Queda para el lector interpretar T(5) y T(9).

x-1 six<0

Ejemplo 2: Representar la funcion: y=f(x)=4 2x-1 si0<x<?2
-2x+7 si x>2
Solucion
DEE -
i q PoE
5 /AN e Observar que en cada intervalo, la
E AR funcion se define por un segmento
! PN Torr o derecta
T2 3N G5 6 78 Para describir estas gréficas es
I N I S fundamental tener en cuenta el
\ intervalo que corresponde a cada
N\ expresion.
';\\ : -

Ejemplo 3: a) Dar la formula de la funcion g(x) : 7 :
representada en el gréfico. : —4 ey
e - R S H
b) Calcular g(4) y 9(3.99). £2
1 .
Solucién TOUU SN O O SO
2 AU TN N BB N
1 si 0<x<2 P I S S S N
x)=i2 S 2sx<4
913 s 4<x<s
4 si 6<x<8

Funciones formadas por trozos
constantes se llaman escalonadas.

b) Por la parte a) tenemos: g(4) =3 ; g(3.99) =2.

Observamos que en x =2, x =4 y en x = 6 se produce un salto. La funcién en cada uno de esos
puntos esta perfectamente determinada por un Unico valor, indicado en el grafico por un punto
relleno.
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Ejemplo 4: Una compafiia de teléfonos para hacer una llamada de San Luis a Villa Mercedes
cobra 50 centavos ($ 0.50) para iniciar la comunicacion, y se puede hablar hasta 3 minutos. A
partir de ese momento, cada minuto cuesta 25 centavos ($0.25).

Graficar la funcidon que relaciona la variable duracion de la llamada con costo de la misma.

Se hace una llamada a V.Mercedes de 7 minutos y 20 segundos ¢ cuanto se paga?.

Solucién
Costo($) |
: I S S N N Se paga $1.75.
17 - Tener en cuenta que una
1500 ¢ ioioioio g G i comunicacion de 8 minutos cuesta lo
() N N S S N N mismo.
L N
i B
(UR10) - -
Observacion: En los extremos de
IO T I cada segmento de la grafica, el
U A R > circulo blanco indica que el punto
12345678 '(D;F;]’tﬁ(')os’)\‘ no pertenece a la gréfica y el

circulo negro que pertenece.

Los saltos que presenta la grafica se
llaman discontinuidades de la funcion.

. L . Xsix=0

Ejemplo 5: Representar la funcion definida por f(x) = .
-xsix<0
Solucién y
Esta funcién se llama funcion valor absoluto de x y
se ladenota y =| x|
=X y =X
De la definicion vemos que si x es negativa se le cambia 1
de signo para hacerla positiva, si x es positiva se deja su
valor.
-1 1 X

6.10 FUNCION VALOR ABSOLUTO

Dada y =f(x), una funcién, podemos considerar y = |f(x)| el valor absoluto de la funcién f,

ésta es una funcion que asigna valores no negativos, por lo que, si los valores de f(x) son
negativos, basta con multiplicarlo por —1. (Recordar la definicion de valor absoluto de un
numero real dada en el capitulo 1.

Este hecho, en el grafico de y = |f(x)| se traduce en una reflexion de las imagenes negativas

de f(x), respecto del eje x , quedando fijas las imagenes positivas.

Asi, por ejemplo, la grafica de y =|x|se obtiene a partir de la grafica de la funcion
identidady = x , de la siguiente forma:
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y
Ejemplos 1: Representar y =|2x +1]. y=-2x-1 y=2x+1
Solucién
1
La recta y =2x+1 pasa de negativa a
y . i
ositiva cuando x = ——. La parte de la 5
P 2 P kl 1 X
recta que queda por debajo del eje X, K
debe quedar por encima cuando se f(x) = [2x+1]
hace el grafico del valor absoluto. : trazo continuo con forma de V
Ejemplos 2: Dada la gréafica de f (x). y
Hacer la gréfica de y = |f(x)] y=f(x)=
4 2 0. 2 4 X

Solucién

La parte negativa de la gréfica debe pasar a
positiva, en este caso y = f(x)es negativa en el

15 intervalo (-2,2).

201 Y

10

Por lo cual un grafico aproximado de y = |f(x)]
es el adjunto.
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6.11 FUNCIONES CUADRATICAS

Este tipo de funciones aparece con mucha frecuencia en aplicaciones de la matematica. Por
ejemplo, una funcién que proporciona la altura s de un objeto que cae en funcién del tiempo t
se llama funcidn de posicion. Si no se considera la resistencia del aire, la posicion de un objeto
que cae admite el modelo cuadratico:

s(t) = %gt2 +Vot +sy donde g denota la aceleracion de la gravedad, vq la velocidad inicial y

So la altura inicial. (En la Tierra la constante g vale aproximadamente -9,8m/s?)

Una funcién cuya expresion es: f(x) = ax 2 4 bx + c, a=0, cona, bycnumeros reales,
se llama funcién cuadrética.

Estas funciones estan definidas para todo nimero real, es decir su dominio es R.
La representacion grafica es una curva llamada parabola, los puntos del plano que verifican la
ecuaciéon y = ax 2 i bx + c, a = 0 constituyen la gréfica.

Para familiarizarnos con las graficas de las funciones cuadraticas, las principales
caracteristicas y propiedades, consideraremos:

Caso 1: En y = ax 2 fbx + c,tomamos a=1,b=0yc =0, se obtiene la ecuaciény = x2.

Veamos algunos valores particulares en la tabla siguiente:

X y=x"
‘ 3 9
8 2 4
6 ) -1 1
A y=X -1/2 1/4
0 0
2 1/2 1/4
-3 - -1 T 1 Z g X l l
2 4
3 9

El gréfico es una curva continua. La variable x puede tomar cualquier valor real, por lo tanto el
dominio de esta funcién es R. Como el cuadrado de un nimero es siempre positivo o cero, el
conjunto imagen son los nimeros reales mayores o iguales que cero.

Caso 2: Graficas de parabolas de ecuacion y = ax?.

Tomando los casos particularesa=1;a=2; a=1/2;
a=-1; a=-2ya=-1/2, obtenemos la familia de
parabolas del dibujo.

Solucién

Notar que si a > 0, las parabolas se abren hacia arriba, y
tienen un minimoen x =0.

Si a<0, las parabolas se abren hacia abajo, en este
caso las curvas tienen un maximoen x =0.
Todas son simétricas con respecto al eje y. Esto

significa que si el punto (x;,y;) esta sobre una curva,
también lo esté el punto de coordenadas (-xi, y1). .

Por ejemplo para la curva y = 2x? los puntos (1, 2) y S
(-1, 2) pertenecen a ella. ry

El Unico punto que pertenece al eje de simetria y Fa
también a la parabola se llama vértice. /

Todas las pardbolas del dibujo tienen vértice V(0, 0). o
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Caso 3: En la ecuacion general y = ax 2 i bx + c, a0 y b=0, obtenemos
y=ax2+c, a=0.

Solucion

Por ejemplosi a=1yc=2 obtenemos y = x% +2.

El gréfico dey = x?>+2, es el mismo que el de
y = x? desplazado 2 unidades hacia arriba.
Sia=1lyc=-1queday-= x% -1, su grafico es el mismo
queelde y = x? desplazado 1 unidad hacia abajo.

En general, a partir del grafico de y = ax’se puede trazar la

2

parabolay = x“ + ¢, trasladando c unidades hacia arriba la

curva y = ax?,sices positivo. Y ¢ unidades hacia abajo, si ¢

es negativo.

El vértice es V(0, c), y el eje de simetria es x = 0.

Para y = x? +2 , el vértice es V(0, 2), el dominio es Ry la imagen el conjunto de los nimeros
reales mayores o iguales que 2.

Paray = x? -1, el vértice es V(0, -1), el dominio es R y la imagen el conjunto de los nimeros
reales mayores o iguales que -1.

Comparamos en una tabla algunos valores las funciones y = x?+2 e y = x? —1con los de la

funcién y = x2.

X -3 = -1 0 1 2 3
y=x" 9 4 1 0 1 4 9
y=x"+2 | 11 6 3 2 3 6 11
y=x°-1 8 3 0 -1 0 3 8

Caso 4: La funcion: y = (x - 2)2 , €s otra variacion de y = x2.

Solucién
Observamos que su grafico se obtiene trasladando 2 unidades a la derecha el gréfico de

y =x2, es decir por ejemplo los puntos (-1,1); (0,0); (11) que satisfacen y = x? se

convierten en los puntos (1,1); (2,0); (3,1) que satisfaceny = (x — 2) . El vértice de la nueva
curva se ubica en ( 2, 0).

y
\ , La gréafica de y = (x —h)? se obtiene
4 y=(x-2) 2 ,
de lade y = x“ trasladandola | h|
3 en direccion del eje x.
2 Si h >0, se traslada a la izquierda.

Sih <0, se traslada a la derecha.

Notar que (X — 2)2 es equivalente al polinomio de segundo grado X% —4x+4.

144



UNSL Facultad de Ciencias Fisico, Matematicas y Naturales

Caso 5: Dadas las coordenadas del vértice V(-1, -5) y sabiendo que la parabola debe tener la

misma forma que y = x° veamos

como trazar la grafica de la nueva ]
parabola. B

Solucién
En primer lugar trasladamos K §

y = x2 una unidad a la izquierda,

es decir llevamos el vértice al

punto (-1, 0).
Corresponde a la parabola de :
ecuacion ' y=A
y =(x-(-1)* = (x+1?
X
) 1 2 3

Luego, y = (x +1)? la trasladamos
5 unidades hacia abajo

La ecuacion sera y = (x +1? -5
El vértice se ubica en el punto
(-1,-5) y el eje de simetria es la
recta vertical de ecuacién

X =-1.

Ceros de una funcion y = f(x) son las abscisas de los puntos interseccion de la funcién
con el eje x. Haciendo y = 0 se obtienen los ceros o raices de la ecuacion.

Determinamos los ceros de la funcién cuadratica y = f(x) = (x +1)> =5
0=(x+1)%2-5 = 5:(x+1)2:>£:|x+1| de donde
\/5: Xx+1 6 -\/E: X +1 por lo tanto los ceros son Xq :\/g—l Yy Xo :—\/g—l

X1 Y X2 son los puntos de corte de la parabola con el eje x. Puede verificarlos en el gréfico.

Calculando f(0), se determina el punto de corte de la parabola con el eje y.
f(0)=(0+1)?-5=1-5=—-4.

Es decir la gréfica pasa por (0,-4), también se puede determinar el simétrico de este punto que

es (-2,-4).

Conocer los puntos de corte de la funcidn con los ejes ayuda a construir
la gréafica.

Caso 6: Parabolas de ecuacion: y = f(x)=a(x —h)? +k

Si la funcién cuadratica viene expresada en la forma

y =f(x)=a(x-h)? +k

Resumen las coordenadas del vértice son V(h, k).

El eje de simetriaes x =h.

Si a >0, la parabola es céncava hacia arriba, si a<0, es
céncava hacia abajo.
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Ejercicio graficar y = 2(x —2)? +6.
Tener en cuenta que sera una parabola de la misma forma que y = 2x2 . Pero el vértice es:

V(2, 6) por lo tanto debe trasladar adecuadamente y = 2x2.
¢ Tiene puntos de corte con el eje x ? ¢,Cudl es el punto de corte con el ejey ?

Caso 7: Representacion de la funcién cuadratica dada por la formula completa

y —ax 2 + bx +c, a#0,b-0,c%0
Se puede utilizar el método de completar cuadrados y llevar la ecuacién a una equivalente a
y =a(x—h)? +k y proceder como en el punto 6.-
Sin embargo este proceso requiere de varios calculos por lo cual presentaremos uno mas
sencillo, basado en determinar puntos notables de la gréaficade y = ax 24bx +c.

»= Interseccion con el ejey
f(O) =a0? +b0 +c = c, es decir, (0, c) es el punto de corte de la parabola con el eje y.

= Coordenadas del vértice

Para determinarlas, buscamos los puntos en que la recta Yy =C corta a la pardbola, para lo

cual resolvemos es siguiente sistema de ecuaciones:
y = ax? +bx +c . . -b
soluciones :0y —

y=c a

. . b :
La recta Y =C corta a la pardbola en puntos de abscisas x=0 y x=-—, la abscisa del
a
vértice es el punto medio, tanto si la curva se abre hacia arriba, como hacia abajo es:

0+(—E)
he_ a __ b
2 2a

- . . -b
La ordenada del vértice se obtiene evaluando la funcion en 2— .
a

En conclusion las coordenadas del vértice V(h, k) son h = ;—b k =f(h)
a

y
\ =b b
y 0 2a a
y=x’+bx+c X
y=C
y=C
y=x*+bx+c
—b b x
0 2a a
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= Interseccién con el gje x .

Hay que hacer y =0 es decir determinar los ceros de la funcién o raices de la ecuacion de

segundo grado 0 = ax 2 1bx +cC.
Hemos visto en el capitulo 2 como se resuelven estas ecuaciones, y que pueden tener dos

soluciones distintas, una solucion o ninguna, segun sea el discriminante A = b? - 4ac , mayor,
igual, o menor que cero.

Si A > 0 el gréfico corta al eje x en dos puntos, la funcién tiene dos ceros.
Si A =0 el gréfico toca al eje x en un Unico punto, es el vértice de la parabola.
Si A < 0el gréfico de la pardbola no corta al eje x.

y A>0 y A=0 y / A<O
a>0 \ a>0 a>0
\ [ - X o ‘
h, 0)
(h, k)
y ASO y A=0 y A<O
(h, K) a<0 a<0 a<0
X (h,0) X X
/ /‘\ ", K)
\

Ejemplo: Representemos y = 2x2 -12x +10 .
Corta al eje y en (0,10).

Coordenadas del vértice: h =;—b=%=3  k=f(3)=2-32-12.3+10 = -8.
a .
Luego el vértice es: V(3, -8)
y

Para determinar los puntos de corte 10
con eje x resolvemos la ecuacion 75
0=2x%-12x+10 .

25

Aplicamos la férmula para resolver ‘ ‘
ecuaciones de segundo grado y se 1 2 3 4 5 6
obtiene x4=5 ,x5 =1. |

(3y-8)

Caso 8: Forma factorizada de y = ax 2ipbx +c.
Si A >0, laférmula de la funcién cuadratica se puede expresar en forma factorizada:

f(x) = a(x — x; x — x5 ), donde x; y x, son los ceros o raices de y = ax 2 + bx +¢ .

Expresary = 2x2 -12x +10 , en forma factorizada. Vimos gue sus raices o ceros son

Xx1=5 ,X, =1.Porlotanto y =f(x)=2(x -5)(x -2
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6.12 PROBLEMAS DE APLICACION

Ejemplo 1: Se lanza una piedra verticalmente hacia arriba, ésta sube hasta cierto punto y
luego empieza a caer. La relacion entre el tiempo t (en segundos) que la piedra esta en el aire y

la altura s (en metros), se expresa por la férmula: s(t)= —5t2 + 20t +10 . Jcuando la piedra
alcanza el punto mas alto y cual es esa altura?

Solucién

Por lo visto anteriormente la férmula corresponde a una funcion cuadratica cuya grafica es una
parabola con ramas hacia abajo, por lo tanto determinar cuando la piedra alcanza el punto mas
alto y cual es esa altura, equivale a encontrar el vértice de la parabola.

Calculando el vértice se obtiene V(2,30), esto significa que a los 2 segundos de lanzada la
piedra alcanza una altura de 30 metros (altura maxima por corresponder al vértice)-

La relacion dada se puede expresar: s(t) = -5(t — 2)* +30 .

Ejemplo 2: Un fabricante puede producir mesas para TV a un costo de $10 c/u. Los precios

de venta indican que si las mesas se venden a x pesos cada una, se venderan cada mes

aproximadamente 50 - x.

a) Expresar la funcién que describe el beneficio mensual del fabricante como funcion del
precio de venta x.

b) Determinar cual sera el precio de venta que produce mayor beneficio.

Solucién

a) Beneficio mensual = (numero de mesas vendidas).(beneficio por mesa).
Por lo tanto la férmula para la funcién beneficio es: B(x) = (50 — x)x —10).

b) Para responder esta pregunta basta 490
determinar el maximo de la funcién B(x).

Como es una parabola con ramas hacia abajo
el maximo se alcanza en el vértice.

Haciendo las calculos correspondientes se 0
obtiene que el precio 6ptimo de venta es de
30 pesos por mesa. -200
La grafica aproximada de la funcién beneficio -4
es la adjunta

Ejemplo 3: El propietario de un campo quiere plantar cierto tipo de lechuga en una parcela de
forma rectangular de 500m? y pegada a un rio. Para evitar destrozos de las vacas decide que
debe cerrarlo con alambre tejido. Dispone de 70 metros de alambre tejido, aprovechara que un
lado del terreno da sobre el rio y solamente pondra alambrado en los otros lados.

¢ Cuanto deben medir los lados del terreno?.

Solucién
margen del rio

Llamamos x a la longitud de cada uno de los lados iguales del
rectangulo y perpendiculares al rio, y p al lado paralelo al rio.

El propietario dispone de 70 metros de alambre tejido, por lo tanto el
tercer lado, p, del rectdngulo (lado paralelo al rio) se expresa: 70 —-2x = p

Area de la huerta = largo x ancho = x(70 — 2x).

500 = x(70 — 2x) equivalea la ecuacion : x? —35x + 250 =0

148



UNSL

Facultad de Ciencias Fisico, Matematicas y Naturales

Resolviendo la ultima ecuacion se obtienen dos raices: x; = 25 y x, = 10.
De donde el problema tiene dos soluciones:

x=25,p=20. y x= 10, p="50. [ ]
EJERCICIOS:

1.- Trasladar adecuadamente la parabola y = x 2 para obtener las gréficas de las funciones f y
g, definidas por: f(x) = (x —=3)%; g(x)=(x +4)?.

Observacion: f(x) se obtiene desplazando y = X 2 , 3 unidades hacia la derecha en direccion del eje x .

g(x) desplazando 4 unidades a la izquierda.

2.- Dar coordenadas del vértice, eje de simetria y ecuacion de la parabola que resulta de

trasladary = —x?2 ,

a) tres unidades a la derecha y cuatro hacia arriba.

b) una unidad a la izquierda y tres hacia abajo.

3.- Dar coordenadas del vértice, eje de simetria y graficar las siguientes funciones cuadraticas:

a)y = 4x2 b) y =4(x+3)> -6 c) y =-2(x -1fx +4)
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6.13 PRACTICO: FUNCIONES

Ejercicio 1: Relacionar cada gréfica con el texto:
I En tiempos iguales se recorren distancias iguales: velocidad constante.
Il En tiempos iguales, distancias cada vez mayores: el moévil acelera.
1. En tiempos iguales, distancias cada vez menores: el mévil frena.

distancia distancia distancia

(@ tiempo ' (b) tiempo ' (c) tiempo

Ejercicio 2: La grafica muestra los kilometros recorridos por un colectivo, desde que sale de la
terminal.
a) Tardd una hora en hacer los

espacio recorride

primeros 75 kilémetros. ¢Cual fue su (k3

velocidad?. I S

b) El colectivo se detiene ¢Durante 175 ERNNNE S S S S S S
cuénto tiempo?. 150 O S S S S /

c) Durante la ultima hora, ¢circula 125 RS S S /

mas rapido o mas lento que durante 100 i

la primera?. 75 L

d) ¢Cuéntos kildmetros recorre en 50 A

total? ¢ En cuanto tiempo? / :

e) De la gréfica dada, ¢se puede S R N T R T A
obtener la informacion para contestar [ 1:i 2t :8: (4% geniso(hs)
a qué distancia de la terminal se

encuentra el colectivo?
f) ¢Podria esta grafica tener un tramo decreciente?.

Ejercicio 3: Un colectivo arranca y comienza a alejarse de la terminal. La grafica muestra la
distancia entre el colectivo y la terminal.
distancia®las 1 T T T a) Describir el viaje durante las 3
termingt e primeras horas.

175 b) ¢Qué ocurre cuando t = 3 horas?
150 c) Cbémo se interpreta el ultimo tramo
125 de la grafica decreciente. -
100 I d) Porqué en el problema anterior no
75 I podia haber tramos decrecientes en
V4 la gréfica.
50 / - e) ¢Qué significado tiene el punto
/ : méaximo y el punto minimo de la
T1 2 3 T I anorhs) gréfica? _
' f) ¢El colectivo esta necesariamente
detenido entre los tiempos t =1 y t
=27

Ejercicio 4: En una playa de estacionamiento figura la siguiente tarifa de precios:

TARIFA Representar la grafica de la funcion:
12. hora O fracGiON.. ..o 1$ tiempo de estacionamiento - costo.
Cada hora posterior o fraccion.....0.50$ || ¢Cuanto debe pagar si se deja el auto durante 8
Periodo méaximo 20 horas. horas?
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Ejercicio 5: La grafica describe aproximadamente lo que ocurre cuando tres atletas A By C
participan de una carrera de 400 metros con vallas. Imaginando que es comentarista de la
prueba, describa lo que sucede. B e

Las siguientes preguntas pueden ayudar 400
para la descripcion:

¢ Cuando C toma el primer lugar? ¢ Cuando

se detiene C? ¢ Cuando B pasa a A?.

¢Cuando A y B pasan a C? ¢Cuando C

empieza a correr nuevamente? ¢ Cual es el

orden de llegada?

Ejercicio 6: El dibujo muestra el perfil de la pista de una montafia rusa, los carritos entre Ay B
se desplazan a una velocidad lenta y constante.

a) ¢Como variara la velocidad de estos

carritos cuando van de A a G? D F G
Dar la respuesta describiendo lo que ocurre y C E
trazando una grafica que muestre la variacion
de velocidad de los coches cuando van de A
hasta G.
Velocidad
A B C D E F G
distancia recorrida en la pista

b) Responder a las siguientes preguntas usando solamente la grafica que dibujo.
¢En que sectores de la pista el carrito viaja rapido? ¢ En dénde va lento?
Controlar las respuestas mirando nuevamente el esquema de la pista de la montafia rusa.

¢) Inventar otra pista de montafia rusa. En una hoja aparte dibujar una gréafica de la misma.
Entregar a un compafiero solamente la gréafica y pedirle que reconstruya la forma de la pista.

d) ¢Encuentra alguna relacion entre la forma de una pista de montafia rusa y la forma de la
gréfica que describe la velocidad de los carritos en funcién de la distancia?

Ejercicio 7: De las siguientes gréficas, indicar cuéles representan funciones y cuales no.
Justificar cada respuesta.

a) / /
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d) 9)

e

) S

e)
N
/

X X X

Ejercicio 8: Se estima que dentro de t afios el nimero de habitantes que tendra una ciudad
sera de P(t) =30 —% t >0 ; trepresenta el nimero de afios a partir del afio 2004 y P(t) el
+

namero de habitantes expresado en miles. (Observar que 2004 es el afio cero)

- ¢Cudl seréa el nimero de habitantes de esa ciudad en el afio 20057

- Estimar el nimero de habitantes de esa ciudad en los afios 2006, 2008 y 2010.
- ¢Qué le sucedera a la larga al tamafio de la poblacién?

Ejercicio 9: Una funcion de la forma q(t)=b ~a2™ donde b, a y k son constantes positivas,

se llama en muchas ocasiones curva de aprendizaje. El nombre se debe a que psic6logos
descubrieron que funciones de esta forma describen relaciones entre eficacia con que realiza la
tarea un individuo y la cantidad de instruccién que ha recibido.

El ritmo al que un empleado puede clasificar correspondencia en una oficina de correos es
funcién de la experiencia. El director del correo central de la ciudad de Buenos Aires, estima
que después de t meses de trabajo un empleado medio puede clasificar

q(t) =700 — 400 2707t cartas por hora.

- ¢Cudl seré el numero aproximado de cartas que un empleado nuevo puede clasificar por
hora?

- Un empleado con 6 meses de experiencia, ¢ cuéntas cartas puede clasificar?.

- Estimar cual sera el maximo que podra clasificar un empleado medio.

Ejercicio 10: Los registros de salud publica indican que t semanas después del brote de una

rara forma de gripe, aproximadamente q(t) = 20

T miles de personas han contraido la
1+19.27

enfermedad.
- ¢Cuéntas personas tenian la enfermedad cuando ésta comenzé?
- ¢Cuéntas personas tenian contraido la enfermedad al final de la segunda semana?

Ejercicio 11: El grafico muestra la evolucion de las variables poblacién, tasa de natalidad y
tasa de mortalidad en la Isla Mauricio, durante 1935 a 1965.

Interesa estudiar los efectos de la erradicacion del mosquito transmisor del paludismo con la
aplicacion de un insecticida durante los afios 1946 a 1948.

9 La poblacién se mide en cientos

8 1 de miles y las tasas de mortalidad

7 y natalidad en porcentaje por afio.

6 Se eligieron las escalas para que
coincidan los nimeros sobre el eje

51 vertical, este recurso se utiliza

44 N /x A para poder representar datos de

34 distinta naturaleza en el mismo
grafico.

21 Los datos estan relacionados por

1 la misma variable, en este caso

0 : : : : : : afios.

1935 1940 1945 1950 1955 1960 1965
—e— Muertes —#— Nacimientos —— Poblacién
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(a) Analizar la curva correspondiente a la variable poblacion, antes y después del periodo
1946-1948.

(b) Indicar los efectos de la erradicacion del paludismo en dicha variable.

(c) ¢En cuanto aumento la poblacion desde 1950 hasta 1955?.

(d) ¢Qué sucedio con la tasa de mortalidad antes y después del periodo 1946-19487? ¢y con la
tasa de nacimientos?.

(e) ¢Qué se puede observar respecto de las diferencias entre las tasas de natalidad y
mortalidad?

Ejercicio 12: Dibujar el par de puntos y calcular la pendiente de la recta que pasa por ellos.
a) (3-4)y((5.2) b) (1.2) y (-2,4)

Ejercicio 13: Para cada una de las rectas, determinar la pendiente y ordenada al origen.
a) x -5y =20 b)y=-1 <¢) 3y+x-6=0 d) -3y -2=9x+10 e) x=4.

Ejercicio 14: Escribir la ecuacion y dibujar la grafica de las rectas que pasan por P y tienen
pendiente m.

= 3 q) 3 . 1
Q) P(5.-2): m=4 b) P(-2,1); m== 0 P@R0); m=-=
Ejercicio 15: Escribir la ecuacion de la recta que pasa por los dos puntos dados y luego
graficar (b) y (c).

a) P(0,0) vy Q-1); b) P(2,-4) y R(—%,%);
O)R(-2,-3) y S(-4,1); d)s(-5,2) y Pl2-Z)

Ejercicio 16: Calcular la ordenada de los puntos cuya abscisa es 2 en las rectas (a), (b) y (c)
del ejercicio 13.

Ejercicio 17: Para cada gréafica escribir la ecuacion de la recta. Expresar su respuesta usando
la forma general o la forma pendiente-ordenada al origen de la ecuacion de una recta, la que
prefiera.

Observar las escalas de cada eje, puede que no sean iguales.

a) 2 b) 4

12

Ejercicio 18: Encontrar las ecuaciones en forma general ax +by +¢c =0.
a) De larecta que pasa por el punto (2,-1) y es paralelaa 2x -3y =5.
b) De la recta que pasa por el punto (2,-1) y es perpendiculara 2x -3y =5.
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Ejercicio 19: ¢Cual de las siguientes ecuaciones corresponde a la de una recta perpendicular
alarecta r: 3x -2y =0 que pasa por el punto P(-3,5)?

a) -3x+2y = 19 b) 2x+3y =9 c)3xy=-4 d) 2x+3y =21

Ejercicio 20: Encontrar la ecuacion lineal que expresa la relacion entre la temperatura en
grados Celsius C y la temperatura en grados Fahrenheit F.

Usar el hecho de que el agua se hierve a 100°C ( 212°F) y se congela a 0°C (32°F) .

¢ 72°F a qué equivale en grados Celsius?

Ejercicio 21: El alquiler de una moto cuesta $3 de entrada, méas $0.8 por cada hora. El tiempo
méximo de alquiler es de 12 horas.

Teniendo en cuenta que el costo del alquiler es funcién del tiempo, determine la ecuacion que
describe la situacion.

¢, Cuanto se debe pagar si se alquila la moto durante 2 horas y 30 minutos?.

¢,Cudl es el dominio de la funcion? ¢ Cual es la imagen?

Ejercicio 22: Un colectivo sale de una ciudad situada a 1100 km y viene hacia nuestra ciudad
con una velocidad promedio de 90km/h. Escribir la ecuacion que exprese a qué distancia se
encontrara el colectivo de nosotros dentro de t horas.

Ejercicio 23: Una agencia inmobiliaria tiene un complejo de 50 departamentos para alquilar.
Cuando el alquiler es de $580 por mes, los 50 departamentos estan ocupados. Pero, cuando el
alquiler es de $625, el numero medio de departamentos ocupados es de 47. Suponiendo que la
relacion entre el precio del alquiler y la demanda de departamentos es lineal.

a) Dar la ecuacion lineal que proporciona la demanda D en términos del precio del alquiler p.

b) Usar la funcién para predecir el nimero de departamentos ocupados si el alquiler es de $655
y si es de $595.-

Ejercicio 24: La siguiente tabla muestra los dividendos por accién de una empresa de 1990 a
1997. El tiempo en afos se representa por t, correspondiendo t = 0 a 1990, y los dividendos se
representan pory.

t 0 1 2 3 4 5 6 7
y $1,25 | $1,63 | $2,53 | $2,32 | $2,87 | $2,99 | $3,10 | $2,95

a) Graficar los datos y unir mediante segmentos los puntos adyacentes.
b) Observando la pendiente de los segmentos, determinar los afios en los que los dividendos
decrecieron y crecieron mas rapidamente.

Ejercicio 25: En un negocio donde hacen fotocopias las cobran segun la cantidad: 0.10$ c/u
hasta 20 copias; 0.073$, si se hacen de 21 a 50 copias; y 0.05 si son mas de 50 copias.

a) Hacer una tabla de valores, tomar por lo menos cuatro cantidades de cada precio.

b) Hacer el gréfico de la situacion, Precio en funcion de cantidad de copias.

¢) ¢ Es posible describir por medio de una férmula lo anterior?

Ejercicio 26: Resolver los sistemas graficamente y analiticamente.

3 =7 2x+3y =19 3x-6y =2
a) X+Yy b) X+ 3y 0) X — 6y
3x-5y =1 4x +y =23 5x+4y =1
= -5x-by =1
d) 4x + 6y =-8 e X =y
-2x -3y =4 X+y=3

Ejercicio 27: Un fabricante puede vender cierto juguete que fabrica a $11 cada unidad. El
costo total esta formado por gastos generales (alquiler, empleados, etc.) de $750 mas los
costos de produccién de $6 por unidad.
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a) Dar la ecuacion de la funcién costo total.

b) ¢ Cudl es la funcién ingreso bruto por la venta del producto que fabrica?

c) Determinar cuantos juguetes debe vender para que el fabricante no tenga beneficio ni
pérdida (punto de beneficio nulo).

d) Graficar en el mismo sistema de ejes, las dos funciones obtenidas.

e) ¢Qué ocurre si solamente puede vender 100 unidades del juguete?

f) ¢Cuantas unidades debe vender si desea ganar con la venta de ese producto 200 pesos?

Ejercicio 28: En una verduleria se lee el siguiente cartel de oferta de manzanas:

MANZANAS Importe®). e
Hasta5 kg a 1. 30 $ el kilo BN /'
Mas de 5 kg. a 0. 90 $ el kilo : Pk :

La gréfica peso-costo de la situacion
puede ayudar a responder las preguntas.

NW OO
N

a) ¢Qué cuesta mas, 4 kilos y medio 0 5 / :

y

kilos y medio? A
b) Sidispone de $ 6, ¢ Qué compraria? —|/l R N HEE
Explicar porqué. A

¢) ¢Hasta que cantidad superior a 5 kg.
se paga menos que por 5 kilos
exactos?
d) Sitiene $4.70 ¢cuantos kilos pide al vendedor?
e) Analizar el grafico. ¢ Qué puede decir sobre la oferta del verdulero?

T 7
. peso(kg)

Ejercicio 29: Para las funciones dadas por las férmulas:

a) f(x)=3x+7 b) f(x)=x2 -1 c) f(x)=—x%2-x+5  d)f(x)=6

Calcular f(-2); f(t+1), f(-2+h); f(%) f(%)

Ejercicio 30: Cierto agente de turismo ofrece viajes a Bariloche por 7 dias para grupos de
estudiantes, bajo las siguientes condiciones:

Tarifa individual para grupos menores de 30 personas: $ 500; tarifa individual para grupos entre
30y 60 personas inclusive: $500 con un descuento de $5 por cada estudiante a partir del
numero 30; tarifa individual para grupos mayores de 60: $350.

a) Expresar la funcion de ingresos del agente de turismo como funcién de x, siendo x es el

namero de estudiantes que viaja. (0 sea, dar la férmula de la funcion)
b) Calcular el ingreso del agente para un grupo de 50 estudiantes y para un grupo de 25 .

Ejercicio 31: a) Graficar la funcion f(x)=|3x -1| .
Recordar que conviene graficar la recta f(x):3x—1y luego aplicar la definicién de valor
absoluto.

b) Usando la grafica de f(x)=|x| graficar las funciones g(x)=—|x| y h(x)=| x| +2

Ejercicio 32: Representar la funcion dada por los puntos de la siguiente tabla:

X 0 1 2 3 4 5 6
y 0 1 3 6 10 15 21

Verificar que responde a la ecuacion y = %xz + 1 X

2
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Ejercicio 33: Dibujar las gréaficas de las parabolas:
a)y:x2+5 b)y:x2—5 c)y:—x2—5 d)y:—x2+5
Dar las coordenadas del vértice para cada caso.

Ejercicio 34: Dibujar las gréaficas de las parabolas:
a) y = (x-3)? b) y = (x+3) ¢) y =—(x-2)? d) y =—(x+2)°
Dar las coordenadas del vértice para cada caso.

Ejercicio 35: Dar la ecuacion de las parabolas que tienen la misma forma que y=x?, pero el
vértice se encuentra en el punto: a) (1,4) b) (-5,3) c) (-3,-6)

Ejercicio 36: Sin graficar ni hacer calculos, para

a)y =4x2 +5; b) y = —2(x —2)? c)y=(x+1?%-3

¢, Cudl es el vértice de las parabolas?

¢,Cuél es la forma del grafico?. Comparar con ecuaciones del tipo y = ax?, y dar el valor de “a”
en cada caso.

Ejercicio 37: a) Dar la ecuacion de la parabola de vértice (0,2) y que pasa por el punto (5,0).
b) Dar la ecuacioén de la parabola de vértice (2,3) y que pasa por el punto (3,5). ¢ Cual es el eje
de simetria?

Ejercicio 38: Determinar el vértice, eje de simetria y puntos de corte con ejes coordenados.
Graficar.

a)y:x2—2x+5 b)y:—x2—4x—1 c)y:x2+2x—4

Ejercicio 39: Determinar los puntos de interseccion con el eje x de las parabolas:
a) y =-2x%+6x-5 b) y =2x2 —4x -1 c)y=3(x—4)(x+%)
Ejercicio 40: Si f(x)= x2 —2hx +1, determinar para que valores de h se tiene A=0; A>0;

A <0.
Graficar la curva que se obtiene para los valores de h:-2,-1,0,1,2.

Ejercicio 41: Se conoce que una funcion f tiene la forma f(x): a(x - h)2 y que pasa por los
puntos (5,8) y (2,2). Determinar los valores de a 'y h.

Ejercicio 42: En la siguiente figura se representan parabolas de ecuaciones y = ax? +bx +c,

indicar:  a) el signo de a. b) el signo de c.
c) ¢Como es el discriminante, A=0, A>0 6 A<0?

N
\ |/
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Ejercicio 43: Un nifio tira una piedra verticalmente hacia arriba. La relacion que existe entre el
tiempo t que la piedra esta en el aire y la altura s que alcanza, esta dada por la formula

s =-16t° + 48t (t en segundos y s en pies)
¢,Cuando alcanza la altura méaxima la piedra? ¢ Cual es esa altura?

Ejercicio 44:

f X
Para la parabola de la grafica, dar las
coordenadas del vértice y la ecuacion.

Ejercicio 45: El beneficio semanal de una estacion de servicio esti de acuerdo con los litros de

nafta sin plomo que vende, y se describe por la siguiente formula: y = —x? + 46X — 205.

La variable x se mide en miles de litros y el beneficio en pesos. La estacion de servicio tiene

capacidad de comercializar 50 mil litros por semana.

Se quiere conocer:

a) ¢Cuanto dinero pierde si no vende ningun litro de nafta?

b) ¢Cuantos litros se deben vender para que el beneficio sea méximo?

c) ¢Para qué cantidad de litros no hay pérdida ni ganancia?

d) ¢Cuantos litros de combustible deberian venderse para que la actividad sea rentable
(produzca ganancia).

Ejercicio 46: Se corta un alambre de 24 metros de longitud en cuatro trozos para formar un

rectangulo cuyo lado mas corto mida x.

a) Expresar el area A del rectangulo en funcién de x.

b) Dar el dominio de la funcién.

c) Usar la grafica para estimar el a&rea maxima del rectangulo.

d) Conjeturar sobre las dimensiones del rectangulo (largo - ancho) que producen el area
maxima.

Ejercicio 47: Un productor de naranjas, estima que si se plantan 60 naranjos en un cierto
terreno, la produccion media por arbol sera de 400 naranjas. La producciéon media por arbol
decrecera en 4 naranjas por arbol por cada planta adicional que se plante en el mismo terreno.
Expresar la produccion total de este agricultor como funcién del nimero adicional de arboles
plantados.

Dibuje el grafico. ¢ Cual es el numero de arboles que el agricultor deberia plantar en el terreno
para obtener una produccion maxima? .

Ejercicio 48: Determinar la formula de la
funcion de la grafica. La misma describe Atura o)
la caida de una piedra desde un edificio

de 50 metros de altura. a0

¢A qué altura se encuentra la piedra a0

después de 2 segundos?

¢En que instante la piedra toca el suelo? ] : : Tigmpa (5]
—20

157



UNSL Facultad de Ciencias Fisico, Matematicas y Naturales

158



UNSL Facultad de Ciencias Fisico, Matematicas y Naturales

BIBLIOGRAFIA SUGERIDA

- EGB. Tercer Ciclo 8° Afo. “Matematica 8”. 1998. C. Alvarez — F.
Alvarez — L. M. Garrido — S.M. Martinez — A. Ruiz. Ediciones Vincens
Vives, S.A.

— EGB. Tercer Ciclo 9° Afio. “Matematica 9”. 1998. C. Alvarez — F.
Alvarez — L. M. Garrido — S.M. Martinez — A. Ruiz. Ediciones Vincens
Vives, S.A.

— Polimodal Primer Afio. “Matematicas 1, Ciencias”. 1999. C. Alvarez —
F. Alvarez — A. Arribas - S.M. Martinez — A. Ruiz. Ediciones Vincens
Vives, S.A.

— Bachillerato “Matematicas 1”7, 1994. J. Colera — M. de Guzman —
Grupo Anaya.

— Educacion Secundaria “Matematicas 2”7, 2003 J. Colera — |.Gaztelu .
Grupo Anaya.

— Educacion Secundaria “Matematicas 3”7, 2002. J. Colera — |.Gaztelu .
Grupo Anaya.

— Curso de preparacion para Calculo. 1992 S.L.Salas —C.G.Salas.
Editorial Limusa.

— Matematica |I. Modelos para interpretar la realidad. 2000. Camyrano-
Net-Aragon. Editorial Estrada.

— Precalculo. 1997. M. Sullivan. 42 Edicion- Editorial Prentice may
Hispanoamericana- México.

159



UNSL Facultad de Ciencias Fisico, Matematicas y Naturales

160



UNSL

Facultad de Ciencias Fisico, Matematicas y Naturales

Respuestas a los Ejercicios
Capitulo | : Numeros (pagina 24)

1-a)—11;b)56;¢c)2 2.- 17y71;37y73;79y97  3.-a)1,5,10,25,50; 1,2, 4,714,
28: 1,73 b)136 ,c)14 ; 5-

VvV F

a) 36 esdivisorden? X

b) 85 es divisorden ? X

c) 50 esdivisorden? X

d) 120 es divisorde n ? X
6.-a)no;b)6 ; c)5 ; 7.- 432 y 936; 8) a) 4213, 1243, etc.; b) No es uUnica; 9.- 6336 ;
6996 ; 10.- 29; 11.-a) 15 ; b) 4 ;c) 81; 12.- b) i) mc.m(33,110)=330 ; S _5%0 :

33 330

L:A ii) 296 ; 231 14.- a) 3 b) _2 c) -12
110 330 35.95 .73 7 35 95 73 5

15.- * Para transformar en un decimal exacto deben tener como denominador, un nimero que
admita en su factorizacién solamente factores 2 6 5 6 ambos.

* Para generar un decimal periédico puro, los denominadores, en su factorizacion, admiten
factores distintos de 2y 5.

* Para generar un periédico mixto el denominador debe contener alguno de los factores 2 6
5 y algun otro distinto.

16.- Decimales exactos: Z : E; §; g; 1—3 Decimales periddicos: 1; Z; i; 18.- a)
5 4 8 1 5 3 6 9
25.é=@; b)4.25:£; c) 4.2§:ﬁ; d) 3.047=%; e) o.15§=ﬂ f)
9 100 90 900 900
123754 - 123031 :19.- 0.3333333... 20.- a) 0.6:3; b) o.oe:i;
99900 10 100
c) 0.006:L; d) @:6; e) ﬂ:0.60 ; ) i:0.060; g) 34—5:34.5; h)
1000 10 100 1000 10
L:o_ooos; k) 532 0532 21.- a) 1_1 b) @ ) E d) ﬁ e) I
10000 10000 4 37 33 75 9000
29 83 31 1 2 54 81 . .
22-a)— b) — ¢)-— d) — e)—=— f)— -9 h)— i)-4 - 36
) 3 ) 12 ) 15 ) 10 )9 )35 9 )256 ) 1
5 53 215 323 10 7 2 10
k) — ND— m -— n) 1 o) — — 23-a)l b)— ¢ = d —
) 3 ) 9 ) 4 ) ) 9 P) 3 ) )5 ) 3 ) o7
191
e) —
13

24.- i) a) correcto, b) incorrecto, c) incorrecto, d) correcto, €) incorrecto, f) correcto, g)
incorrecto, h) incorrecto, i) correcto.

-5 6y +20x -5 a2 +b? 5

i) a2 b x(x—1) c) 10xy (a—b)(a+b) 25.- a) 3 b) 80 c¢)

9

2

26.-

Porcentaje Fraccion N° decimal

50% 1/2 0,5
25% 1/4 0,25
75% 3/4 0,75
20% 1/5 0,2
60% 3/5 0,6
80% 4/5 0,8
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27.- 1° club 12,5%; 2° club 37,5% 28.- 220 aguilas 29.- un aumento del 8% respecto del valor

inicial. 30.- 250.000 automoviles. 31.- Beneficio del 4%. Lo vendié a $ 124.80 32.-

Incremento del 45,6% 33.- 4,65% 34.- 33,3% 35.-a) 50 litros, b) 200 km.

36.- % del total. 37.- En el curso de 30 alumnos. 38.-$ 45 39.- % 40.- 35 alumnos 41.-

90 42.- el 1° ciclista 45- a n=-7 ; b) n=16 46.- a)

2540.187 = 2.540187 - 103 = 25401870000.10 " ;b) 0.0000215 = 2.15-10~> =0.00215 - 102
24

47.- 1.338-10'8 m3; 48.- A_3— 49.-a) 3273 b) 231 c¢) 27 d) 3273 e

2777 1) 3.273 g) 0,00231
h) 0,03426 i) 1342572  50.- a) 3.773  b) 0.0231 c) 013614  d) 0.00027
e) 0.327373 f) 3273 g) 23.1 h) 327333 i) 156 51.- -52+1=26 selo ha

resuelto como  (-5)2 +1=25+1=26 (3-n)> =9-7° se ha usado como si valiera la

2
. e . 4 1
propiedad distributiva 4 - 32 =144, se ha resuelto haciendo (4'3)2 =144 (gj :?6 se ha
elevado solamente el numerador al cuadrado 32+42=72 se ha resuelto haciendo
(3 + 4)2 =72 42 _32 -25 se ha usado como regla que todo numero elevado al cuadrado da

positivo y se hizo 16+9=25 52-a) 742 b) =222 ¢) -5 d) 732 e 2825 ¢

13V3-2V6 53-a)7; b)2; c)3 54.-A+B:%; A.B:% 55.-a) 1-v2; b) 4; c)

% 56-a) 3(/2+1) b) 5 o) 2¥x  d) 2f e) T’ ) S(SEH) 57.- El

. 5 . .
menor de los numeros es £1; los nimeros dados en a) y ¢) son menores que 1; del numero
X +

dado en b) no se puede afirmar ninguna de las dos relaciones. 58.-a)F; b)V; c) V ;d)V;

e)F f) F 59-2+642 : 2/2+4 60-a) x¥/15 ) y7/8 ¢ x34 g
m—5/6 e) X5/6 f) 1

61.- a+b =10 , es entero; a2+b2:66 , €s entero. 62.-a)400; b)0.1; c)0.05 63.-
Por defecto: 1.414; Por exceso: 1.415, 64.-a) 0.33 b)0.17 «c) 0.78 d) 0.28 e)
058 )0.43 g) 093 h)1.23 65.- i) V ii) V iii)) F iv) F

66.-a) (25);b) [-13];c) (46];d) [7.0) ; €) (~o,-3] 68.-a) [-7,+»); b) (=,7); c)

1 27 13
[—E,\/_} d) {3 2} e)[—? —1j 69.-a)[0,4] b)[4,6) c) (-3-1] d) [-2,0] e)

2 17 5
[—3,5) f[-0545] , g) [2 2} hy — _[2]
70- a) x/2<x<5) b){ /—*<X< };C) {X/2<X£Z} ;d) {x/-3<x<5} ; e)

{xIx<3}, f){x/-2<x<5};9) {x/-1<x} ; h) {x/lsx<g}

Capitulo 2: Lenguaje algebraico y ecuaciones

Ejercicios ( pagina 34)
1a)(n+mf2 =n?+m2+2nm, para nmeN;bje=v-t; c) X'%=x -Xak3 .4.4-8X;
10veces

d) xX" - xM=x""": e)a,b,ceZ,a+b+c=54 ; HneN,n>1,n-1,n,n+1 ;
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n
g) x?=121 ; h)X_m:xn*m.
X

Ejercicios (pagina 35)
2: Son identidades a), b), d) y e)

Ejercicios (pagina 36)
l-a)x=3/8;b)x=1;c)x=7;d) x=-2/3 ; e) infinitas soluciones; f) no tiene solucién; g) x = -1;

h) x =—§ ; 1) x=8;])x=0; 2.-a)x =—% ; b), ¢) y d) no son ecuaciones de primer grado ;

3.-a)15,16 y17;b) 37,39 y 41; 4. 4800cm?3.

Ejercicios (paginas 39)

1-a)2.4ygrado 1;b) -3 y -7, no es polinomio; ¢) 3y grado 1;d) 0y -1y grado 2;

2.-a) Ecuacion completa, t{ =-3 y t, =1; b) Ecuacién completa,

ty =-2 +7 y ty =-2 —.J7 ; ¢) Ecuacion completa, X1 =2y Xo =-1;d) Ecuacién completa,
vi=—-7 Yy V, =3 ;e)Ecuacionincompleta t;=0 y t, =—4 ;f) Ecuacion incompleta,

ty=1y ty, =-1; 3.- a) Raices reales iguales ; b) Raices reales distintas ; ¢) Raices no reales
;4.-a) d >0, raices reales distintas; b) d > 0, raices reales distintas ; ¢) d <0, raices no
reales ; d) d > 0, raices reales distintas; 5.-a) x;=3 y Xp=4;b)—(xq +xp)=-7y
Xq-Xo=12; 7-n =ny,=-2; 8.-2y1

Ejercicios (pagina 44)

1.-a) (6,30);b) (1512);c) (2,4);d) (3/2,-2); e) No tiene solucién ; f) (-13,—29/5);

g) No tiene solucion ; h) Infinitas soluciones ; 2.- la base mide 0.06 m y la altura 0.025 m ;
3.-los numeros son 20y 61 ;  4.- Las dimensiones del campo son 10 km por 5 km

Ejercicios (pagina 46)

1.-a) (2-1) ; b) (<13, 11); ¢) (52, ¥2) ; d) (-1/2, 2) ; 2.- 11 pavos y 25 corderos ;
3.- 13 habitaciones simples y 37 habitaciones dobles ; 4.- 215 boletos de $8 y 310 con
descuento ; 5.- Lados iguales miden 0.07 m y el desigual 0.04 m

Ejercicios (pagina52)
1.- 44 palomas ; 2.- 8 bancos y 75 alumnos ; 3.- 24 grs. de plata ; 4.- 18 afios; 5.- 15 m ;
6.- 24.14 km

PRACTICO (pagina 53)

l1-a) x=5; b) xy=—3y X, =1;c¢) x=36 ; d) noesecuacién; 2.-a) x =3/8ygrado 1;
b) x=1 vy grado 1; ¢) xy=-3yx, =1y grado 2 ; d) x=- y grado 1 ; e)
X4 =X =-3/2 ygrado 2;f) sin solucion real y grado 2 ; 3.- Son verdaderas a), d), f), g), i)
yj) ; 4-a) x=2a/3 ; b) x=a/5;c) x=1;d) x=4; 5.-a) x=18;b) x=-2/23 ;c)
x=28;d) x=-6;€) x=-12;f) x=20; x=16/11; 6.-a) xy=3Yy x,=-3/2 ;b) x =5/3 ;
C) Xq=Xxp=5/2; d)xy=11y Xo =—4; 7.-a) x =-19, grado 1; b) x =-18/7, grado1;

C) Xy =2y X9 =-1 ygrado 2; d) x =—10/3 , grado 1; e) x =—1/3, grado 1; f) Sin solucion
real, grado 2; g) Sin solucién real, grado 2; h)x,; =3y x5 =-5y grado 2; i)x; =Xy :% y
grado 2; j) X{=—3Yy Xo=—7y grado 2; 8.- a=11/4; 9.-a) k=21 y la otra raiz es 3;
b) k=25 ylasraices xy=x,=5; 10.-Laotraraizes xo=7y a=-9 ; 11.- k;=0no
tengo ecuacién cuadraticay k, =1, las raices son x4 =%, =1; 12.- a) k = 10; b) Obtenemos
dos valores: k = 2, respeta las raices que nos da el ejercicio y k =14 no respeta las raices que
nos dan, por lo tanto no es solucién; ¢) k=1; 13.- x2 — (x1 + x2)x + X4Xo =0; 14.- a) No, por
que no existe el término cuadratico ; b) Si, por que existe el término cuadratico, aunque la
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solucion sea la trivial; 15.- a) raices reales iguales ; b) raices reales distintas ; c) no tiene
solucién real ; 16.- a) (considerar la suma y producto de las raices), 3x%+10x+2=0 ; b)

k=1, x12 =522,/6 ; 17.-a)x*-2x+1=0;b)x?>-9=0; ¢) x* -2x-8=0; 18.- a) (2,-1)
i b) (8,1) ; C) (1, 2) ; d) sin solucioén; e) infinitas soluciones; f) infinitas soluciones ; g)
(-53,38); h) sin solucién; i) infinitas soluciones ; 19.- a)(36,27); b) (3,5); 20.- a) k =1/4 ;

b) k = % ; 21.-6y8; 22.-Si, en 3 +£ﬁ ;. 23.- 32000 cm? : 24.- Dos numeros solucionan el
problema: 2y 1; 25.- 2A, 4Ay 6A; 26.- 0.003 A; 0.009 A; 27.- 24 afos ; 28.- 6.50 m por 4
m; 29.-5Km/h y3Km/h; 30.- 10A;31.- 40 y 12a; 32.- 5/14 ;33.-23y 77 ; 34.- 16;
35.- 12 mm por 8 mm ; 36.- C; 37.-D; 38.- B ;39.- 20 gramos de oro puro y 40 gramos de

oro 12 quilates ;40.- 5 ; 41.- 180000 cm?: 42.- el de radio de 3+ 342 ~7.24cm. 43.-$18:$
13; 44.- 30; 45.- No; Siy las dimensiones son 85 m por 65 m; 46.- 48 afios ; 24 afios; 47.- 6
deudores; 48.-4 hsy 12 hs; 49.- $130, $105y $ 100; 50.- 60 Km; 51.- 11538 hm?:52.- 7 ;
165 centavos; 53.- 21y 43 ; 54.- 600 Km/h ; 60 Km/h ; 55.- 1 hora 20 minutos.

Capitulo 3 : Expresiones Algebraicas
Ejercicios (Pag. 62)
1.-a) gr(P(x)) =4, coef.1,-2,0, 3, 3; gr(Q(x)) =3, coef. 3, 5,0,-11; R(x) no tiene grado,

coef. 0 b) x4 +x3+5x2 +3x -8 C) x* 25x3 _5x2 £ 3x +14 d)x4 —2x3 13x+3 e)
ar(S(x)) = gr(T(x)) = gr(U(x)) = 4; 2.-a)d = 5;c = 4;b = -6;a = -1

byd = -6; ¢ = 1;b = -6;a = -3; 3.- @) —x° —20x2 —55x + 25 b)18x + 24

Ejercicios (Pag. 64)
1. a) x3 -3x2 _3x -4 b) 2x% 1 2x% —3x3 y2x -1 c) 2x° —5x% 1 4x3 —x2 _8x + 4

2.- gr(A(x).B(x))=5 3.- (Zx2 +7x +6)+(x ~2) 4. a) 4x? -2x +%

b) 8x® —6x? +%x—% c) 9x2 —4 d)x? -2 e)x* - 625 5.a)(x—3)°b)(4x - 7) (4x +7)

c) (x—\/g) (X+J§) d) (x-17>¢) (%—xj (g+xj f) [l+xJ2

5

Ejercicios ( Pag. 66)

7
1.- a) grlc(x)]=2 b) gr[r(x)]<2 2.- a)1+5—X b)1+x2+x+1 ¢) 5x—5+——

117

70x -15 e)2X2_4X+7 3_-a)m:58 n=-18 b)m:7n=—21

X2 —4x +1

d)x? +4x +18 +
Ejercicios (Pag. 69)

1.-a) x2+71=10 b) x3+3x2—9x+26, r =-88 c) x3+x, r=1
d)lxs—x2+§x—§, LA S

2 2 3 9

Ejercicios (Pag. 71)

1.-a) P(1)=4 b) P(0)=3c) P(2)=63 d) P(-1)=0e) P(v2) =22 +11 2.-a)-93 b) 0 c)
16 d)-3 3.- a) x*+3x>+2x2+3x+1;resto0 b) (x4+3x3+2x2+3x+1).(x—3)

164



UNSL

Facultad de Ciencias Fisico, Matematicas y Naturales

Ejercicios (Pag. 77)

1.- 2y 3 no son raices del polinomio porque no dividen a 11. 2.- b) x + 3 no puede serlo
porque -3 no divide a4. c) (x —1) (x —2) (x +2) 3.-a)(x —=2) (x + 3) (x + 5)

b) 4x(x —1) (x +1) (x—@) (x+m) c) 2(x—2)(x+2)(x—%) d) (x+2)(x2 _2x+4)

e) 3(x —1)(x4 +x3+x% +x +1) f) (x - 2)(x + 2)(x2 + 4) 4.-a)ax®+4ax? —11ax-30a

con acR b)una de las raices debe ser doble, por ej. - 2: a(x +2)%(x - 3)x +5) con aeR

EJERCICIOS (Pag. 80)

1
1. a) by X o) —— d) L &) (x+2) fXLE2 5. g 3
ax 3 X +1 X+5 X 3x-2 X+2
_ (x+4) c (2-x)(x+3)
(x +5)? (x-3)(x+2)
d) x(x - 3)
X +2
Practico: Expresiones Algebraicas (Pag. 81)
2
1.- X? 2.-a) 2xy b) ,/9x2+y2 3.- a) x2+%x b) %x2+15x 4.- a)Area

lateral: 4x2 +12x ; Area total: 6x2 +12x ; Volumen: x° + 3x2 b) Area lateral: 12x2 —6x ; Area
total: 14x2 —8x; Volumen: 3x3 - 3x2 5.- suma: 6x3 - x2 + 5x + 1; diferencia:
2x3-9x2+7x-9 6.-x=3 7.-a) 3x% +2x3 —8x2 —4x +1 b) x2 —5x+13

c)2x3+1x2—ﬂx+ﬂ
2 27 2
d) 3x8 —3x% —5x* +8x3 - 3x2 —5x +5 €) 3x® -3x% —5x* +8x3 —4x? _5x+9
Haxt—x3-7x2-x-10g) >x->; 12 350y xh1: S9 i) 1:-x45 8-a =
27 4 4 474

2;b =1 9.- c= 3yay b pueden ser cualquier nimero real, luego el polinomio no es Unico.
10.-a)x4+4x3+2x2—4x+1b)x6+2x5—x4+3x2—2x+1 ;11-a =0, b=4,c¢c=1,d
=16a=0,b=4c=1,d=-3

x? 3.2 13 49 25 3x+2

12-a) x3-2x2 +—>—— b) x4+ x+—+ c) Xx—-1+
) x3 +2x2 ) 2 4 8 2x-4 ) x2 _1

d)

—13%2 +10x +1

2x3 —x2 +1
13.- 4x° - x4 +9x3 - 5x2 +9x 12 14.-m=-115- a) 3x2-2x+1 r=0 b)
x* +3x3 +9x2 +27x +71 1 =206

—4x2 _2x -1+

¢) x3-2x2+5x-10 r=22 d) x2+%x+§ (=2 &) x3+5x2410x 4171 =29 1)

4 4
x* +3x3 +9x2 +27x+81 r=016.- k=-2 17.-r =0 18.-a) Sl b) Sic) NO d) NO e) NO
fyNOg)Slh) SI 19.-m=-7 n=-60 20-a=-2 b=-8

21.--2x+3 22.- 3(x —3)x +3)x +5{x —%j 23.- x3 +5x? -29x -105 24.- a)

X{=Xp=5b) x{=4 x9=1 ¢) xy=-/3 x,=—/3 d) xy=0 xp=1 x3=-1 ¢)
x=1f) x,=0 ,xzzé 25.-a)3x°—16x% + 3x + 10 b) 3x*-12x + 6 26.- Q)
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(x+2)2 (x +3) b) x3(£—x)(£+x) c) 4(x—1)(x+1)[x—%}(x+gj d) 2x(x + 1P (x - 5)
&) 6(x+2) (x +1) 7 z(x+1)(x+z)(x_%j 9) (x=2) (x+2) (x-3) (x=5) ) x(x— 1P

i) 4(x-1) [x—gj (x +gj 28.- 21% 29.-a)Slb) NOc) SId) NO 30.-a) g b) g_x c) 2x
y

1 2 X X . X+1 . 4(2x +3) 2
d)m e) x“(x+2)f) —x g)g h) vy i) 3 i o3 k)—(x +1)
2
)] X+2 31.- (a) es equivalente a (d) ; (b) es equivalente a (c). 32.- a) x3y2(x+y) ;
X3 x2y(x+y)(x-y)
y(x+y)(x-y) x3(x-y) b) X —1 _ (x-2fx-1) .
x2y(x+yPx-y) * xPyx+y)Px-y) O x=Dx+)x+3) T x=1)x+1)(x+3)
x2 -1 3% +1 X (x +2) x(x2+2x—1)
(x =1)(x +1)(x +3) 33-2) (x =1)(x +1) ) (x =1)(x +1) ©) Cx(x=1) T (x—1)(x + 1)
) ) (x—1)(x2+x+1) 1 (x+1)(x -2) ) ~
34.- (b) 35.- a) 2D 2) b) Zx 1 c) 3 36.- @) 3(x-2) b)
x2 +2x +4 x(x - 2) 9 2x2 1 X -5
(x +2)(x —4) ©) 4(x +2) 37- ) X+3 2 1-x2 C)_; B x=ye X
2 2
f 3 1 —x—12x+9h x+2x—1.1.5k2 2 1y 10
) 3(x+1) 9) o " e g e DB WXy b0 m
(y+3)ly-1) X +1 9
a3 M P00 P
2

Capitulo 4 : Tépicos de Triangulos (Pag. 98)

1: El complemento es 42° 44’ 18"y el suplemento es 132° 44'18"; 2: 7410'55";
3:8=5=7=1320 y6=2=1=3=48°;4:1) a+p=153°52'56", 2) B—y=36“659" ,
3) o+ B—y=68°23'59" , 4) 20 =6414" 5) B:5=24°2111"2 ,

6) 20+ B:5=88%3511".2

5.
a B o+p oa—-B 3a B:4
60° 35 48° 28" 108°35' 28" 12°34'32" 18145’ 12°7"
o r "
126° 34' 18 72° 27" 46" 199°2'4" 54° &32" 379° 42'54" | 18° 6'56.5"
143° 16 85°314" 228° 47' 4" | 57°44'56" | 429°48' 21°22°46"
6: Es 54°; 7: 2hs24'; 8: 17'8".57; 9: Por alternos internos entre paralelas cortadas por una
transversal; 10: 60° ; 11: 35%043" y 109°38'34"; 12: o=103° y A=77° .13: De

acuerdo con la figura de analisis, completen el cuadro siguiente.
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A B ¢ a p 7
32° 46° 102° 148° 134° 78°
127° 32°35' 20°25' 53° 147°25' 159°35'
60° 35° 85° 120° 145° 95°
120" 25°15'55" 34°44' | 59959'55" | 154°44'5" | 145°16’

14: a) 1=65°,2=81°, 3=34°, Db) 1=69°,2=63°, 3=48°, 3=132°; 18: o =130°30,
B=139°30"; 19: h=4x-/3cm=6.93cm , A=16,/3 cm? =27.71cm?; 20: c) para el item a)

AC =3.21cm vy para el item b) AC =22.5cm; 21: g:ﬂ; AC_ 1 : BC_4 23:
AB 7 BC 4 AB 7

X =4.125cm 24: a) Si, razon 15. b) No. ¢) Si, razon 10.; 26)a)x =7 b)8,6; 28) B'C' =

10m , BC = 6my CD = 1.5m.;29) 85m; 30)b) 12y 16

Capitulo 5: Resolucién de Triangulos Rectangulos (Pag. 119)

1.- 7? cm =4.95cm; 2.- perimetro=50cm , area= 600m2 1 3.- 96cm2; 4.-

2J§cm =~ 3.46cm; 5.-a) mcm y 3@cm; b) 150m2; 6.- a) 10 cm; b) 8.94 cm; 7.- a)
313

Zﬁ m , b) aproximadamente 0.84 m; c) mdm ;8.-45cm,3cm, 5 ~ 5.41cm9.- a)

%n ~2,3736rad, b)E ~(0.7854 radc) ﬂn = 4.1015rad, d) lrc =1.0472rad, €)

45 4 36 3

%n ~5.236rad, f) %n =~ 7.3304rad; 10.- a) 60°; b) 108° c) 30° d) 150°;e) 135°; f) 450°;
11.- a) cos o = Zf en el primer cuadrante; b) cos(90°—c) = %; 12.- sen ¢ = g y
cos ng; 13.-a) COSOLI% y tga:%; b) sena:g y tgazg; 14.-1)

a=10.72; c=11.83; A =65°;
) c=8.49; b=6;A=45° ;1) a=0.85;c=4.10; B=78° ; IV) c =10; b =8.66; B =60°;
V) a=6.43;b=7.66; B=50° VI)a=8.16; b=3.80; A=65°;VIll)c =825
;A=14°210"5=0.245rad B =75%749".52=1.3258 rad; VIl)b = 4.58

A =23%3441".44; B =66°2518".55;IX) a=4.47, A=48°1122".86; B =41°4837".13;
15.- a=5; cosB=0.8;tagB = %;

315
4

cosC=0.6; senC=0.8; tagC =% ;

16.- cm=29cm;17.-16.24cm, 13.5 cmz; 18.- 51.764; 19.- 10 cm.; 20.- 6 cm; 21.-

12°42'2" 52° 22.- 253.73 m; 23.-29.37 m; 24.- 2019.6 m; 25.-43.30 m; 26.- 2.73 km; 27.-
10.98 m; 28.- 14°47'19".23;

29.- 80°37'50"; 30.- 515 ; 31.- 44/2 cm; 2 cm?;32.-a) 842 cm; 16 cm b) 73,06 cm? c)
(64— 128)cm?
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33.- 5/5; 12./5; 34.- —3, i, —3;35.-0035:—&, tg&:-ﬂ; 36.- I: Q, i L oweo,
5'5 4 3 4 2 2
IV: Q
2

Capitulo 6: Funciones

EJERCICIOS (pagina 128)
1.-

S

.
[ee]

=y
~

[ [T PPPEPPeFRPFPP

peso perdido

82 X
7
12 3 45 6 7 8 910 pes

d
1 2 3 45 6 7 8 910 mes

(c) Puede observar que el grafico (a) es creciente, es decir al aumentar el nUmero de meses de
tratamiento, aumenta el peso que pierde el paciente. El grafico b) es decreciente, al aumentar
el numero de meses de tratamiento, disminuye el peso del paciente.

2.-a) Porque para algunos valores de x hay mas de un valor de y, en algunos puntos hasta 3.
b) Porque hay un punto que tiene dos imagenes, basta que un punto no cumpla la condicién
para que toda la grafica no represente una funcion.

3-a)Alas8hs; b)6,5km; c)1hora;d) 20 km;e)3hs 4.- f(0)=1; f[gjzgs?’ y f(4/2) =1;

f(h+1) =h%+3h2 +h.

5.-x = 0yx = 4 verifica g(x) = 7. Ningdn nimero real x real verifica g(x) = 2. 6.- a) La
tabla 1, no representa una funcion hay dos valores para x = 4 (f4) = 2y f(4) = -2). b)La
tabla 2, si es una funcién, ya que para cada valor de x le corresponde un solo g(x). c)La tabla
3, si es una funcion, ya que para cada valor de x le corresponde un solo h(x). d)La tabla 4, no
representa una funcién ya hay dos valores parax = 0(s(0) = 1ys(0) = 0).

EJERCICIOS (pagina 131)
3 1
2-yYy=—X; =-2X ; =—X
y 5 y y 5
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EJERCICIOS (pagina 149)
1.

N
2
y =X
30 (x+4)
20 :(x73)2
\ | \\/
-7-6-5-4-3-2-10 3456’7

2.- a)V(3,4), x

3, y=—(x-3)2+4, Db)V(E1,-3),x = -1, y=—(x+1%-3

1
o

3.- a)V(0,0), x b)V(-3,6),x = 3,  ¢) v[—g 2:) x=-2

PRACTICO: FUNCIONES (pagina 150)

1) I-(a) ; ll-(c) ; lI-(b)

2)a)v = e/t =75 km/h.b) Se detiene durante una hora. c) Circula mas lento, recorre 50
km en 1 hora. d) 175 kildometros en 4 horas. e) No.

f) No. El colectivo a medida que transcurre el tiempo recorre mas espacio.

3) a) Durante la primer hora viaja a 75 km/h. Durante la segunda hora se detiene o esta dando
vueltas a igual distancia de la terminal. Durante la tercer hora recorre 125 kildmetros.

b) Inicia el viaje de regreso.

c) El colectivo se esta acercando a la terminal.

d) Porque la variable dependiente en el ejercicio 2 mide los kildbmetros recorridos desde que
sale de la terminal. En este problema mide la distancia entre el colectivo y la terminal.

e) El punto maximo (175 km) en este grafico es el punto mas distante al que llega el colectivo.
E | minimo (0) indica la salida, y la llegada.

f) No. Puede estar detenido o dando vueltas a igual distancia de la terminal.

4)

costoN

LS I B I B S S s Debo pagar $4,50 si estaciono por 8 horas.

~

1:2:3:4:5:6:7:8:9 e
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5) Salen. C toma el primer puesto, B va a su ritmo, mas tranquilo, A corre mas rapido en los
primero 150 metros. Pero C deja de correr, no sabemos que le paso, quizas se le desaté la
zapatilla.. Se detiene unos segundos. Ay B pasan a C.

Luego, C empieza a correr de nuevo. C corre a menos velocidad que los otros. B acelera,
supera a A cuando falta poco para la llegada. B gana la carrera. A termina segundoy C
termina ultimo.

6)
Velocidad
dela Observar que la grafica parece un retrato
montafia rusa invertido de la pista.

La velocidad crece en los tramos de la
bajada en la montana , por ejemplo de B a

C aumenta la velocidad, también de D a E.
A B C D E F G

distancia recorrida en la pista

7) (a) No es funcion, un punto del dominio tiene dos imagenes. (b) Si. (c) Si.
(d) Si es funcion. (e) No. Infinitos x tienen dos imagenes. Se puede verificar trazando una recta
vertical. (f) No. Un valor de x tiene infinitas imagenes. (g) Si. Es una funcion constante.

6 .
8) P(l) =30 ~3 = 27mil . Elnimero tendera a estabilizarse en 30 mil habitantes.
9) a)q(0) = 700 - 400 - 21270 = 700 — 400 = 300 b)q(6) = 700 — 400 - 2(07 = 678
c) El numero de se aproximara a 700 cartas por hora.

10) q(0)= 20 1 1000 personas tenian la enfermedad cuando comenzo el brote. Al
1+19.2°

final de la segunda semana: q(2) = 3.478 personas.

11) a) La curva muestra estabilidad de la variable antes de 1946 y después de 1948 muestra
crecimiento. b) La poblacién crece. c) en 1000. d) En el periodo 1946-1948 comenzé a bajar la
tasa de mortalidad. La de nacimientos se mantuvo estable. €) La natalidad es una variable
estable, la mortalidad disminuy6 a partir de 1946, esta diferencia dio origen a aumento de la
poblacion a partir de 1950.

12) (a) pendiente = 3; (b) pendiente = —% 13) (a) m =

;b=4  (b)m=0;b=-1 (c)m
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16) a) (2,-2) b) (2,-1) c)(2,5) 17)a)x + 3y = 3b)2x-y= -2 ¢c)-3x-2y=6 d)
x + 12y=12 18)a) y=2x -1
b) y=-3x+2 19)(b) 20)5F-9C-160 = 0; 72°F ~22,2°C
21)

tiempo 1 2 3 X

(horas)

costo(pesos) |3+ 0,8| 3+ 0,82 3+ | ... 3+ 0,8x
0,8.3

El costo en funcién del tiempo se obtiene mediante la ecuaciéony =3 + 0,8 x.
Debe pagar $5 por alquilar 2 horas y media.

Dominio: los niumeros reales mayores o iguales que 0 y menores o iguales que 12.
Imagen: los niumeros reales mayores o iguales que 3 y menores o iguales que 12,6.

22) d =1100-90t 23) (a)D(p) = % , (b) D(655) = 45 (c) D(595) = 49
24) (a)
(b) Decrece mas rapidamente en el periodo 1992-
A 1993.
N Crece mas rapidamente en el periodo 1991-1992
%
25)
(a) © (b)
cantidad | 10 | 21 | 50 | 51 | 70 R S G e e e e
precio en $1 | $1,47 | $3,50 | $2,55 | $3,50 8 T : —
pesos 7 e A R
(c) Tener en cuenta que el dominio de esta g
funcion es discreto, es el conjunto de los nimeros 4 P : fgiv
3 P e e
0,10x si xeNyx<20 o i i et #%
naturales.f(x)=<0,07x si xeNy21<x<50 .-' -
005x si xeNyx>51 e e B
120 50 * ' go: cantdad

26) (a)x=2,y=1 (b)x=5,y=3 (c)x=3,y=

—% (d) Con infinitas soluciones, rectas coincidentes (e) Sistema inconsistente, rectas

paralelas.

27)

a) La funcion costo total es C(x)= 750 + 6x .

b) La funcién ingreso por la venta de cada juguete: I(x) =11x

c) Para determinar el punto de beneficio nulo se deben igualar las dos ecuaciones anteriores
750 + 6x = 11x, despejando x se obtiene x = 15. O sea el fabricante debe vender 15 juguetes
para no tener ni pérdidas ni ganancias.

d) para el lector

€)Si vende 100 unidades pierde 250 pesos.

f) 11x — (750 + 6x) = 200 Luego debe vender 190 juguetes.

28)

a) 4 kilos y medio cuestan $5,85 y 5 kilos y medio, cuestan $4,95.
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b) Con $6 conviene comprar mas de 6 kilos y medio. También se puede pedir 4 kilos con 600
gramos, en ese caso el verdulero aplicara el precio de $1,30 por kilo.

c) Hasta 7 kilos con 222 gramos.

d) Con $4,70 conviene pedir 5 kilos con 200gramos.

e) Elverdulero espera que los compradores no se percaten que no les conviene pedir entre 3
kilos 460 gramos y 5 kilos, ya que con el mismo dinero pueden comprar mas de 5 kilos..

29) (a) f(-2)=1;f(t+ 1)=3t+ 10; f(-2+ h)=1+ 3h; f(%)=11,5; f(%)= %+7 (b) f(-2) =

3 ft+ )=+ 2t

2
f(-2+ h)=3-4h+ b4 f(3)=2; f(%):l Zt (c) f(-2)=3; f(t+ 1)=-t23t+ 3; f(-2+
t
h) =3+ 3h-h?%
1-t+5t2
f(3)=2; f( = @ f2)=6 ftr =62+ h)=6; f(3)=6;f(l)=6
30)
a) 500x si 0<x<30
f(x)={x[500 — (x —30)5] = x(650 - 5x) si 30 < x <60
350x si x > 60

b) grupo de 50:$20.000; grupo de 25:$12.500.

31)

32) 33) y

14 5

b (a) V(0,5) (d) V(0,5)
10 X
4

5 A (b) V(O,-5) (C) V(O,-s)
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34)

(a) V(3,0); (b) V(-3,0) ; (c) V(2,0) ; (d) V(-2,0)

35)(a)y= (x-1°+ 4 (b)y= (x+ 5%+ 3 (c)y= (x+ 3°-6 36) (a)V(0,5) grafico de
igual forma que 4x°; a = 4.

(b) V(2,0) grafico de igual forma que -2x%; a = -2. (c) V(-1,-3) grafico de igual forma que x% a =
1.

37)(a) y = —%xz +2; (b) y=2(x —2)2 +3; eje de simetria: x = 2. 38) (a) V(1,4); eje de
simetria: x = 1; corte con eje y: (0,5); no corta al eje x. (b) V(-2,3); eje de simetria: x = -2; corte
con eje y: (0,-1); cortes con eje x:

Xi= -2+ /3 y Xo = -2-3. (c) V(-1,-5); eje de simetria: x = -1; corte con eje y: (0,-4); cortes
conejex: x4 = -1+ J5 y

X, = -1-~/5. 39) (a) No corta al eje x. (b) x;= 1+ %J@yx2= 1-206.(c)xi =4 yxo= -3

40) A =4h*4, A =0parah=+1; A>0si|h|>1; A<Osi|h|<1 41)a=2yh:3;a:%;h: -

1.
42) (a) 1, a<0; 2, a>0; 3, a>0; 4, a<0; 5, a<0; 6, a>0;

(b) 1, c<0; 2, c>0; 3, c<0; 4, c<0; 5, c<0; 6, c>0;

(c) 1, A>0; 2, A<0; 3, A>0;4, A>0;5, A<0; 6, A>0;

43) a = -16, parabola concava hacia abajo, maximo se alcanza en el vértice. Por lo tanto en el

instante t = % se alcanza el maximo. Maxima altura = s(%) = 36 pies. 44) V(-3,0), corta al eje

yen(0,-3). Ecuaciony =—J1(x +3)2.

45)a) Si no vende ningun litro de nafta es x = 0, entonces pierde 205 pesos.

b) La ordenada del vértice corresponde al maximo. Ganancia de 324 pesos, por vender 23 mil

litros.

c) Con 5000 litros o con 41.000 litros.

d) Hay ganancia cuando la funcidon beneficio es positiva. Corresponde a los valores

comprendidos entre 5000 y 41.000.

46)

a) A(x) = x(12-x).

b) Dominio los numeros reales entre 0 y 12, Valores positivos
de la funcion.

c) El area maxima se produce para x

l = 6. Se obtiene un cuadrado de lado 12-x

6, largo = ancho.
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47) a) Produccion: 400x 60. Rendimiento cuando planta x nuevos arboles: 400-4x.

Luego la produccién total P(x)= (60 + x {400 — 4x)

b) EI méaximo de produccion se alcanza con 80 arboles. Corresponde a la absisa del vértice de
la funcion cuadréatica P(x). Observar que la funcién tiene dominio discreto, cada x es un
ndmero natural.

48) Observando la grafica, después de 2 segundos la piedra se encuentra a 30 metros de
altura. Ademas f(0) = 50, por lo tanto la formula: f(t) = 50 - 5t°. La piedra toca el suelo cuando

t=./10.

Fe de Erratas

Pagina | Linea |Dice: Debe decir:

98 25 CE _ CE _ _
5 6 6 5 6 6 3
~cr-10

3
106 21 g2 o2
116 10 Yij a,
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Tridgngulo

Paralelogramo

4 s
b
Rectangulo A
2.(b+a) b.a
b
Cuadrado
4.1 12
Rombo
4.1 ol
2
Romboide 2.+ D_-Zd
Trapecio
B+b+L,+L, Jbgl.-a
Poligono regular
de n lados n.L n.lL.ap
apotema: ap 2
Circulo
2.7m.r .
Corona circular
2.n.(R+71 n.R2-r)
Sector circular N A
2.m.r.a _, n.r2. o
360° 360°
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Prisma recto apotema lados de la base: L
regu|ar de la base
Ag.a
[ altura: a
altura: a
. A=A +2.A8
CLOCEL A0 A =n.lL.a n: cantidad de lados ::l
Piramide regular altura de la cara: a.
altura de n: cantidad de lados
altura: a la cara: a, % Ag.a
m. P.a
= C = -
A= 2 2
lados de ACA LA
lado de la base apotema de la base la base “hLt s
C_ilindro =2.1c.r.a+2.n.rj
circular recto
2
altura: a T.r-.a
altura: a
radio : r ,
perimetro de labase =2.70.r
Cono circular recto
L= 2.%.r.G 1.2
generatriz: G = 360° 3
altura: a °
£ 5 L.G
2 bb"' A= -5
é SE
i «® Ag=m.r?
i Radio + AB
radio : r de la base (r)
Esfera
radio : r
A=4.1.r2 é‘--ﬂ:-!'3
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29 de Noviembre de 2018

UNIVERSIDAD NACIONAL DE SAN LUIS
FACULTAD DE CIENCIASFiSICO MATEMATICASY NATURALES
INGRESO 2019
Primera Evaluacion Diagndéstica de Matemética

Apellido/sy Nombres (claro, legible y como esta registrado):

Yo 8 [ oo [0 P T (U TSI =T =T o
[T oYYl r=1 1o =Te o TN 1Y, oo F=1 o F= o RO

CIUdad: ... Provingia: ........ceeeeeeiiiieiieee e

INSTRUCCIONES
Escriba con letraimprenta los datos solicitados en la primera hojay en la hoja de respuestas. No usar 14piz.

Puede usar calculadora pero esindividual, no puede pedirlani prestarla. Esta prohibido €l uso de celulares.

La prueba constade 17 (dicisiete) preguntas de opcion mdltiple.

Cada una de las preguntas tiene 4 dternativas de respuesta, de las cuales solo una es correcta. Sefiale su eleccion con una X
(cruz) en @ centro del casillero correspondiente en laHOJA de RESPUESTAS. NO usar |4piz para marcar la X.

Preguntas con mas de una alternativa sefialada serdn consideradas nulas.

Si tiene alguna duda relativa alaimpresion, consulte a docente que se encuentra en la sala, paralo cua deberalevantar lamano y
esperar ser atendido. No se contestaran preguntas referentes ala resolucién de gjercicios ni interpretacion de enunciados.

La prueba esindividual, observe esta disposicién paraevitar que seleretiren las hojas.
Tiene dos horas pararealizar el examen.
En la dltima hoja puede anotar susrespuestasy llevarsela para controlar las mismas.
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2
1) Cuandox = —g, laexpresion J(—S. x~ 1)+ (x — z) da como resultado:
A) 8 C) Unracional no entero
B) 2v2 1
o

2) Enunatienda, por lacomprade un producto me rebajaron el 20% y pagué $96 por €.
¢Cuanto costaba €l producto?

A) $128 C) $115,2

B) $76,8 D) $120

3) ¢Cud delas siguientes afirmaciones es VERDADERA?
A)  (V6++10) esunnimero racional.
B) (V2.v8) esunnimeroirraciona

C) (V5+ m)z €s un nimero racional.

D) es un nimero irracional.

|GlslE

4) Al resolver laecuacidn ZST_W =—2w +5 seobtiene que:

A) Notienesoluciénen R
B) Todoslos nimeros reales excepto € 0 (cero) satisfacen dicha ecuacion.
C) x = 0 essolucién Unicade laecuacion

D) Laecuacion tieneinfinitas soluciones.

5) Dada la ecuacion x? + ax + 14 = 0 y sabiendo que una de sus raices es x; = 2, halar laotraraiz x, y €
valor dea
A) x,=7Yy a=-9
B) x,=2ya=7
C) x,=—7ya=2
D) x,=7Yy a=-18
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6) Dado € siguiente sistema de ecuaciones lineales, marcar la opcion correcta:

13
2% 727V
3y—x=-2

A) El Sistematiene como Unicasolucion a (xg, vo) = (2,0)
B) Esun Sistema Compatible |ndeterminado

C) Esun Sistema Compatible Determinado

D) Esun Sistemalncompatible

7) Laedad de Gabriel eslatercera parte de la edad de Pedro. Dentro de 15 afios, |a edad de Pedro sera el doble
delade Gabriel disminuidaen 3 afios. De los siguientes sistemas de ecuaciones, ¢cudl determinalas edades de
Gabriel y Pedro?

w |

1
o) { G=3P

A { G =
P+15 =26 —3 P=2(G+15) -3

B) { G =3P D) Ningunade las anteriores
P+15=2(G-3)

8) Si a dividir e polinomio 3x* — 5ax® — 7x? — 1 por x + 1 obtenemos un resto de 10, entonces a vale:
A) 3 B) 1 c) -2 D) -3
5

9) Sabiendo que unade lasraices del polinomio x3 — 3x? — x + k es 1, entonces |as otras dos raices son:
A) -1y 2 B) -1y 3 C) 2y3 D) -1yO0

10) Dado e polinomio  P(x) = (x + 2)?(x — 1)(—5), determinar cud de las siguientes afirmaciones es
VERDADERA:
A) El polinomio P(x) esdegrado 3, susraicesson 2, -1y € coeficiente principal es 1
B) El polinomio P(x) esde grado 2, susraicesson 2, -1y € coeficiente principal es-5
C) El polinomio P(x) esdegrado 3, susraicesson-2, 1y el coeficiente principa es-5

D) El polinomio P(x) esde grado 2, susraicesson -2, 1y el coeficiente principal es-1
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11) Laexpresion factorizada del polinomio Q(x) = 7x? — 28x + 28 es.
A) Q(x) =2(x—-7)° C) Q) =x(x-7)

B) Q(x)=7(x—2)? D) Ningunade las anteriores

12) En un triangulo equilétero la alturamide 15 cm, ¢cuénto miden los lados?

A) 2,4cm C) 10v/3 cm

B) 5\/§ cm D) 6cm

13) Resolver siguiente el tridngulo recténgulo, usando lainformacién dada en €l dibujo.

A

B a=5 C

14) Sea ABC un triangulo rectangulo en A, tal que AB = 4 cmy AC = 3 cm. Si A, B'y C son los angulos,
caculartg By tg C

A)tgB=iy tgC=>
B) th=§y th=§
0 th=%y th=§
D) thzgy th:%
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15) Un cierto dia de primavera, un edificio proyecté una sombrade 27 m de largo y e angulo de elevacién del sol

fue de 75° ¢Cud de las siguientes opciones es la que més se aproxima ala atura del edificio?
A) 69m C) 26m

B) 100 m D) 110 m

16) Sear larecta que pasapor los puntos R(4,6) y S(3,3). ¢Cudl eslaecuacion delarectaque es paralelaary

pasa por €l punto A(0,2)?
A) y=3x+2 C)y=3x—6
B) y=ix+2 D) y=x+6

17) ¢Cual de las siguientes opciones corresponde al vértice (V), raices (x; y x,), interseccion con el gey y

ecuacion del eje de simetria de la pardbola de ecuacion y = —2x2 — 6x + 8?

M () 0 (12)
Raices: x; = -1y x, =4 Raices: x; = -1y x, = —4
Cortecon el giey: 8 Cortecon €l gey: 8
Ejede simetria: x = 2 Ejede simetria x = —2

0 (-2 o) (329
Raices x; = 1y x, = —4 Raices: x; = 1y x, = —4
Cortecon el gjey: —8 Cortecon € gey: 8
Eje de simetria: x = 1,5 Eje de simetria: x = —1,5
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EJERCICIOSPARA DESARROLLAR:
Resuelva los siguientes gjercicios, detalando todos los procedimientos y célculos realizados. Sea prolijo en
dicho desarrollo

1) Un comerciante adquirié banderines para vender en € transcurso de un torneo deportivo que se redlizara en

dosjornadas.
El primer dia vendio tres cuartas partes de lo que tenia. El segundo dia vendio dos décimos de lo que le

quedaba, y le sobraron 35 banderines. ¢Cudl fue el nimero total de banderines?

2) Hallar e o los valores de a de tal manera que la ecuacion a(2x + 1) —(a—1)(x — 1) = (a + 9)(x — 3),

tenga como solucion x = —7

3) Hallar €l valor de k paraque € sistema de ecuaciones tenga la solucién (xg, yo) = (1, %)

{x—16ky+5=0
2kx+y =2
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HOJA DE RESPUESTAS

APEIAOY NOMDIES: ...

Cdlificacion

DN NC e, Carrera...coooee i
RESPUESTAS
1 A) B) C) D)
2 A) B) C) D)
3 A) B) C) D)
4 A) B) C) D)
5 A) B) C) D)
6 A) B) C) D)
7 A) B) C) D)
8 A) B) C) D)
9 A) B) C) D)
10  |A) B) C) D)
11 A) B) C) D)
12 A) B) C) D)
13 A) B) C) D)
14 A) B) C) D)
15 A) B) C) D)
16 A) B) C) D)
17 A) B) C) D)
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Anote sus respuestas en esta hoja, luego a entregar la prueba la desprendey lallevapara
controlar sus respuestas con las correctas que se publiquen.

10

11

12

13

14

15

16

17

Publicaciones en la pagina web de la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas y
Naturalesy en la carteleradel Boquelll.

Resultados en lapéginad ............

Lista de aprobados.........
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UNIVERSIDAD NACIONAL DE SAN LUIS
FACULTAD DE CIENCIASFiSICO MATEMATICASY NATURALES
INGRESO 2019
Recuperacion de la Primera Evaluacion Diagnéstica de M atemética

Apellido/sy Nombres (claro, legible y como esta registrado):

Yo 8 (= oo [0 P T (U TSI Yo [ =T o
[T oYYl r=1 1o =Te o TN 1Y, oo F=1 o F= o RO

CIUdad: ... Provingia: ........ceeeeeeiiiieiieee e

INSTRUCCIONES
Escriba con letraimprenta los datos solicitados en la primera hojay en la hoja de respuestas. No usar 14piz.

Puede usar calculadora pero esindividual, no puede pedirlani prestarla. Esta prohibido €l uso de celulares.

La prueba constade 17 (diecisiete) preguntas de opcion mdiltiple.

Cada una de las preguntas tiene 4 dternativas de respuesta, de las cuales solo una es correcta. Sefiale su eleccion con una X
(cruz) en @ centro del casillero correspondiente en laHOJA de RESPUESTAS. NO usar |4piz para marcar la X.

Preguntas con mas de una alternativa sefialada serdn consideradas nulas.

Si tiene alguna duda relativa alaimpresion, consulte a docente que se encuentra en la sala, paralo cua deberalevantar lamano y
esperar ser atendido. No se contestaran preguntas referentes ala resolucién de gjercicios ni interpretacion de enunciados.

La prueba esindividual, observe esta disposicién paraevitar que seleretiren las hojas.
Tiene dos horas pararealizar el examen.
En la dltima hoja puede anotar susrespuestasy llevarsela para controlar las mismas.
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1\2/ 1\73
2~(-3) (-3)
1) El resultado de -1 €S
1-(-3)
A) i B) 0 )1 D) -2
2) Una epidemia ha hecho descender la poblacion de una granja avicola en un 12%. Actual mente quedan 3344
galinas. ¢Cuéantas habian al principio?
A) 3800 C) 6287
B) 27867 D) 3745
3) El perimetro del recténgulo delafiguraes:
A)  1++30
B) 2(1++30
) 2( ) V3
C) 103
D) 2+8V3
1427
4) ¢Cud delassiguientes opcionesindicael valor de a de tal manera que la ecuacion
m(1ta) +1=a—-—1 tengacomosolucionm = —% ?
A) ay=1ya,=15 C) a1=1ya2=%
3
B) a1=—1ya2=5 D) a=a,=1
., p-3 (p-2)* 3 , . . .,
5) Dadalaecuacion = o + 5= 0 ¢cudl delas siguientes opciones es su solucion?
A) p=0 C) p=-1
B) p=1 D) Notienesolucion
6) ¢Paraquévalor ovaloresdek laecuacion kx? —2kx +1 =0 admiteraicesiguales?

B) k=-1 D) k=0
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7) Al factorizar y simplificar laexpresion % + % — ngz se obtiene:
A) —— B) 2=~ 2y 2z
x+y ) x+y ©) x=y D) x-y

8) Sean P(x) =x%2+2x—1y Q(x) = x? — 4x + 3 polinomios ¢Cud de los siguientes términos no pertenece
al producto P (x).Q(x)?

A) x* B) —6x2 C) 2x3 D) 10x

9) Sabiendo que unade lasraices del polinomio T(x) = x? + 4x + k es-9, laotraraiz es:
A) 5 B) O C) -1 D) 9

10) Dado e polinomio  P(x) = 2x(x — 1)(x + 3)(x — 5), determinar cud de las siguientes afirmaciones es
VERDADERA:
A)  El polinomio P(x) esdegrado 3, susraicesson 1, -3, 5y 0 y €l coeficiente principal es?2
B)  El polinomio P(x) esdegrado 2, susraicesson-1, 3y 5y e coeficiente principal es 0
C) El polinomio P(x) esde grado 2, susraicesson-1, 3y 5y & coeficiente principal es 1
D) El polinomio P(x) esdegrado 4, susraicesson 1, -3, 5y 0y € coeficiente principal es 2

11) En d siguiente tridngulo €l valor del lado ¢ se obtiene por laexpresion
b

A) ¢c= 5 B
tan 25
B) ¢ =a.tan 25 655
b a
C) c= c0565° c

D) ¢ = a.cos65

g
o
=

12) El &readel cuadrildtero AECD esde30m?. El &readel tridngulo BEC es% del éreadel cuadrado ABCD.

¢Cudl delas siguientes opcionesindicalalongitud de los lados de ABCD?

D C
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13) Sabiendo que un edificio mide 350m, ¢cuénto hay que algjarse para que su terraza se vea, desde e suelo, 40°
por encima de la horizontal aproximadamente?
A) 2936 m C) 239 m
B) 417 m D) 4,17 m

14) El gréfico delafuncion lineal que pasa por el punto (4, 2) y tiene pendiente —i , también pasa por €l punto:

m 0() oes  9E-Y)

6

15) Se sabe quelasrectast y s son perpendicularesy su punto de intersecciones (3,0). Sis:y =2 — %x

entonces la ecuacion delarecta t es:

16) Una pardbolatiene vérticeen e punto V(—1, —2) y cortaa gey en € punto (0, 5) ¢Cué de las siguientes
afirmaciones es VERDADERA?
A) El punto (1, 2) pertenece ala parabola
B) Lafuncién no tiene raicesreaes
C) El punto (-2, 5) pertenece ala parabola

D) El coeficiente principal de lafuncién es negativo

17) Un proyectil eslanzado desde el piso. Laaltura h (expresada en metros) que alcanzard el proyectil
transcurridos t segundos, esta dada por laformula h(t) = 100t — 5t2. El tiempo en que el proyectil se
encontrara a 420 metros de altura sobre el nivel del suelo, es:

A) Sdloalos 6 segundos C) Sdlo alos 14 segundos

B) Alos6y alos 14 segundos D) Alos2y alos9 segundos
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EJERCICIOSPARA DESARROLLAR:

Resuelva los siguientes gercicios, detallando todos los procedimientos y célculos realizados. Sea prolijo en dicho
desarrollo

1) ¢Cud eslalongitud de unavarillas su sexta parte esroja, hay dos quintos del resto pintados de blanco y
guedan aln dos metros sin pintar?

2) Resolver laecuacion 2_:x + % = - G — 5) y verificarla

3) Hace 10 afios, las edades de Juan y Diego sumaban 36 afios. Ahora Juan tiene € triple de la edad de Diego
¢cudl eslaedad de cada uno?
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HOJA DE RESPUESTAS

ADPE IO Y NOMDIES: ...t en e, Calificacion
D.N N e, Carrera....ooovveee i e,
RESPUESTAS
1 |A) B) Q) D)
2 |A) B) Q) D)
3 |A) B) Q) D)
4 |A) B) Q) D)
5  |A) B) Q) D)
6 |A) B) Q) D)
7 A B) Q) D)
8 |A) B) Q) D)
9 |A) B) Q) D)
10 |A) B) Q) D)
11 |A) B) C) D)
2 |A) B) ) D)
13 |A) B) Q) D)
14 |A) B) C) D)
15 |A) B) C) D)
16 |A) B) Q) D)
17 |A) B) C) D)
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Anote sus respuestas en esta hoja, luego a entregar la prueba la desprendey lallevapara
controlar sus respuestas con las correctas que se publiquen.

10

11

12

13

14

15

16

17

Publicaciones en la pagina web de la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas y
Naturales, seccion “ Ingresantes’ - “ Ingreso 2019”

Resultados en la pagina el Lunes 10 de Diciembre alas 14:00 hs.

Listade aprobados: Miércoles 12 de Diciembre alas 18:00 hs.






